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Заняття 17
ЗАМIНА ЗМIННИХ У ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ВИРАЗАХ

Контрольне запитання

Теорема про диференцiювання складної функцiї.

А17

О1. Перетворити звичайнi диференцiальнi рiвняння, увiвши вказанi новi змiннi:
1) x2y′′ + xy′ + y = 0, x = et;
2) (1− x2)y′′ − xy′ + y = 0, x = sin t;
3) (1 + x2)y′′ + xy′ = 0, t = ln(1 + x2);
4) (y′)3y = 3y′′, прийняти y за незалежну змiнну.

О2. 1) У рiвняннi
dy
dx

= x + y
x− y

перейти до полярних координат, поклавши
x = r(ϕ) cos ϕ, y = r(ϕ) sinϕ.

2) У системi рiвнянь



dx1
dt

= x2 + kx1(x2
1 + x2

2)

dx2
dt

= −x1 + kx2(x2
1 + x2

2),
де k – деяка дiйсна стала, перейти до полярних координат, поклавши
x1(t) = r(t) cos ϕ(t), x2(t) = r(t) sinϕ(t).
С1. Нехай p ∈ C(1)(R), q ∈ C(R). Перетворити рiвняння

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,
увiвши нову функцiю u, пов’язану зi змiнною y спiввiдношенням

y(x) = u(x) · exp

(
−1

2
x∫

x0

p(t) dt

)
, x0 ∈ R.

О3. Розв’язати рiвняння, увiвши новi незалежнi змiннi y1 i y2 замiсть x1 i x2:
1) ∂z

∂x1
= ∂z

∂x2
; y1 = x1 + x2, y2 = x1 − x2;

2) x2
∂z
∂x1

− x1
∂z
∂x2

= 0; y1 = x1, y2 = x2
1 + x2

2.

Д1. Нехай функцiя f : R→ R чотири рази диференцiйовна. Кожнiй точцi
(x, y) кривої y = f(x), x∈ R, поставимо у вiдповiднiсть точку (x1, y1)
згiдно з перетворенням Лежандра:

x1 = f ′(x), y1 = xf ′(x)− y.

Знайти diy1

dxi
1

, i = 1, 2, 3.
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Д2. Нехай функцiя f : R → R двiчi диференцiйовна. Виразити кривину

k = |f ′′(x)|(
1 + (f ′(x))2

)3/2 , x∈ R

плоскої кривої {(x, y) | x∈ R, y = f(x)} у полярних координатах, по-
клавши x = r(ϕ) cos ϕ, y = r(ϕ) sin ϕ.

Б17

I1. Перетворити звичайнi диференцiальнi рiвняння, увiвши вказанi новi змiннi:
1) (1− x2)y′′ − xy′ + a2y = 0, a∈ R; x = cos t;
2) (1 + x2)2y′′ + 2x(1 + x2)y′ + y = 0; x = tg t;
3) (x− x3)y′′ − y′ − x3y = 0; x =

√
1− t2;

4) x4y′′ + 2x3y′ + y = 0; x = t−1;

5) y′′ + y′ · thx + m2

ch2 x
y = 0, m∈ R; x = ln tg t

2;

6) x2y′′ − 4xy′ + y = 0, x = et;
7) (x + a)3y′′′ + 3(x + a)2y′′ + (x + a)y′ + by = 0, {a, b} ⊂ R;

t = ln(x + a);
перетворити звичайнi диференцiальнi рiвняння, прийнявши y за нову не-
залежну змiнну:

8) y′′ − x(y′)3 + ey(y′)3 = 0;

9) y′′
(y′)3

+ y = 0;

10) 2(y′)3y′′ − 10(y′′)2 + 15
(

y′′
y′

)3

= 0.

I2. Перейти в рiвняннях до полярних координат, поклавши
x = r(ϕ) cos ϕ, y = r(ϕ) sin ϕ:

1) (xy′ − y)2 = 2xy(1 + (y′)2);
2) (x2 + y2)2 = (x + yy′)3;

3) x + yy′
xy′ − y

= 0;

4)
(
1 + (y′)2

)3/2 = y′′;
5) xy′ − y =

√
1 + (y′)2;

6) x
d2y
dt2

− yd2x
dt2

= 0.

I3. Розв’язати рiвняння, увiвши новi незалежнi змiннi y1 i y2:

1) a ∂z
∂x1

+b ∂z
∂x2

= 1, {a, b} ⊂ R, a 6= 0; y1 = x1, y2 = x2−bz;

2) x1
∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

= z; y1 = x1, y2 = x2
x1

.
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Перетворити рiвняння, увiвши новi незалежнi змiннi y1 i y2:

3) x1
∂z
∂x1

+
√

1 + x2
2

∂z
∂x2

= x1x2;

y1 = lnx1, y2 = ln(x2 +
√

1 + x2
2);

4) (x1 + x2) ∂z
∂x1

− (x1 − x2) ∂z
∂x2

= 0;

y1 = ln
√

x2
1 + x2

2, y2 = arctg
(

x2
x1

)
;

5) x1
∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

= z +
√

x2
1 + x2

2 + z2;

y1 = x2
x1

, y2 = z +
√

x2
1 + x2

2 + z2;

6) x1
∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

= x1
z ; y1 = 2x1 − z2, y2 = x2

z ;

7) (x1 + z) ∂z
∂x1

+ (x2 + z) ∂z
∂x2

= x1 + x2 + z;
y1 = x1 + z, y2 = x2 + z;

8) x1
∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

= z; y1 = ze−x1 , y2 = ze−x2 ;

9)
(

∂z
∂x1

)2
+

(
∂z
∂x2

)2
= 1; x1 = y1y2, x2 = 1

2(y2
1 − y2

2);

10) (x1 + mz) ∂z
∂x1

+ (x2 + nz) ∂z
∂x2

= 0, {m,n}∈ R;

y1 = x1, y2 = x2 + nz
x1 + mz .

I4. Перетворити рiвняння, увiвши новi незалежнi змiннi y1, y2, y3 замiсть
x1, x2, x3:

1) ∂z
∂x1

+ ∂z
∂x2

+ ∂z
∂x3

= 0; y1 = x1, y2 = x2−x1, y3 = x3−x1;

2) (x2 +x3 + z) ∂z
∂x1

+(x1 +x3 + z) ∂z
∂x2

+(x1 +x2 + z) ∂z
∂x3

=
= x1 + x2 + x3; eyi = xi − z, 1 ≤ i ≤ 3;

3)
∑

1≤i≤j≤3

∂2z
∂xi∂xj

= 0; yi = x1 + x2 + x3 − 2xi, 1 ≤ i ≤ 3;

4)
3∑

i=1
xi

∂z
∂xi

= 0; y1 = x2
x1

, y2 = x3
x1

, y3 = x2 − x3.
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Заняття 18
ЗАМIНА ЗМIННИХ У ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ВИРАЗАХ

(продовження)

А18

О1. Перейти до полярних координат, поклавши x1(r, ϕ) = r cosϕ,
x2(r, ϕ) = r sinϕ:

1) W = x1
∂z
∂x2

− x2
∂z
∂x1

; 2) W = ∂2z
∂x2

1
+ ∂2z

∂x2
2
.

С1. Розв’язати рiвняння
∂2z
∂x2

2
= a2 ∂2z

∂x2
1
, де a∈ R, a 6= 0,

увiвши новi незалежнi змiннi y1 = x1 − ax2, y2 = x1 + ax2.
О2. Перетворити рiвняння

∂2z
∂x2

1
+ 2 ∂2z

∂x1∂x2
+ ∂2z

∂x2
2

= 0,

поклавши y1 = x1 + x2, y2 = x1 − x2 новими незалежними змiнними i
w = x1x2 − z новою функцiєю.
С2. У рiвняннi

z

(
∂2z
∂x2

1
+ ∂2z

∂x2
2

)
+

(
∂z
∂x1

)2
+

(
∂z
∂x2

)2
= 0

перейти до нової функцiї w, поклавши w = z2.
Д1. Показати, що оператор Лапласа

∆z =
3∑

i=1

∂2z
∂x2

i
у сферичних координатах r, ϕ, θ замiсть x1, x2, x3 має вигляд

4z = 1
r2 · ∂

∂r

(
r2 ∂z

∂r

)
+ 1

r2

(
1

sin θ
· ∂
∂θ

(
sin θ · ∂z

∂θ

)
+ 1

sin2 θ
· ∂2z
∂ϕ2

)
.

Вказiвка. Покласти x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ.
Замiну змiнних подати у виглядi суперпозицiї двох замiн:

x1 = R cosψ, x2 = R sinψ, x3 = h;
R = r sin θ, h = r cos θ, ψ = ϕ.

Б18

I1. Перейти до полярних координат, поклавши x1(r, ϕ) = r cosϕ,
x2(r, ϕ) = r sinϕ:

1) W = x1
∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

;

2) W =
(

∂z
∂x1

)2
+

(
∂z
∂x2

)2
;

3) W = x2
1
∂2z
∂x2

1
+ 2x1x2

∂2z
∂x1∂x2

+ x2
2
∂2z
∂x2

2
;
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4) W = x2
2
∂2z
∂x2

1
−2x1x2

∂2z
∂x1∂x2

+x2
1
∂2z
∂x2

2
−

(
x1

∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

)
;

5) W = ∂2z
∂x2

1
+ ∂2z

∂x2
2

+ kz для фiксованого k∈ R,

де z(x1, x2) = f(
√

x2
1 + x2

2), (x1, x2) 6= (0, 0), для двiчi диференцiйов-
ної функцiї f : R→ R.
I2. Перетворити рiвняння, поклавши y1 i y2 новими незалежними змiнни-
ми замiсть x1 i x2:

1) ∂2z
∂x1∂x2

=
(
1 + ∂z

∂x2

)3
; y1 = x1, y2 = x2 + z;

2) 2∂2z
∂x2

1
+ ∂2z

∂x1∂x2
− ∂2z

∂x2
2

+ ∂z
∂x1

+ ∂z
∂x2

= 0;

y1 = x1 + 2x2 + 2, y2 = x1 − x2 − 1;

3) x2
1
∂2z
∂x2

1
+ 2x1x2

∂2z
∂x1∂x2

+ x2
2
∂2z
∂x2

2
= 0;

y1 = lnx1, y2 = ln x2;

4) ∂2z
∂x2

1
− x2

∂2z
∂x2

2
= 1

2
∂z
∂x2

, x2 > 0;

y1 = x1 − 2
√

x2, y2 = x1 + 2
√

x2;

5) ∂2z
∂x2

1
+ 2 ∂2z

∂x1∂x2
+ ∂2z

∂x2
2

= 0; y1 = x1 + z, y2 = x2 + z;

6) x2
1
∂2z
∂x2

1
− x2

2
∂2z
∂x2

2
= 0; y1 = x1x2, y2 = x1

x2
;

7) x2
1
∂2z
∂x2

1
− (x2

1 + x2
2)

∂2z
∂x1∂x2

+ x2
2
∂2z
∂x2

2
= 0;

y1 = x1 + x2, y2 = x−1
1 + x−1

2 ;

8) x2
1
∂2z
∂x2

1
− 2x1 sinx2

∂2z
∂x1∂x2

+ sin2 x2
∂2z
∂x2

2
= 0;

y1 = x1, y2 = x1 tg x2
2 ;

9) x1
∂2x
∂x2

1
− x2

∂2z
∂x2

2
= 0, xi > 0, i = 1, 2;

x1 = (y1 + y2)2, x2 = (y1 − y2)2;

10) ∂2z
∂x2

1
+ ∂2z

∂x2
2

+m2z = 0, m∈ R; 2x1 = y2
1 − y2

2, x2 = y1y2.

I3. Нехай {~i,~j} – базис у R2, функцiя z : R2 → R диференцiйовна на
R2. Перейти до полярних координат, поклавши x1(r, ϕ) = r cosϕ,
x2(r, ϕ) = r sinϕ:

1)
−−−→
grad z = ∂z

∂x1
~i + ∂z

∂x2
~j; 2) ‖−−−→grad z‖ =

√(
∂z
∂x1

)2
+

(
∂z
∂x2

)2
.
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Перетворити вираз для похiдної z′~l за напрямком
~l , поклавши x1 = r cosϕ,

x2 = r sinϕ:
3) ~l = (1, 2); 4) ~l = (−1, 1); 5) ~l = (1, 0);
6) ~l – вектор одиничної довжини, що утворює кут α = 60◦ з додатним

напрямком осi Ox1;
7) ~l – вектор одиничної довжини, що утворює кут α = −π

4 з додатним
напрямком осi Ox1.
Нехай ~f = (f1, f2) : R2 → R2 – вiдображення з диференцiйовними ком-
понентами fi : R2 → R, i = 1, 2. Перетворити диференцiальнi вирази,
поклавши x1(r, ϕ) = r cosϕ, x2(r, ϕ) = r sinϕ:

8) div ~f = ∂f1
∂x1

+ ∂f2
∂x2

; 9) W = ∂f1
∂x1

· ∂f2
∂x2

− ∂f1
∂x2

· ∂f2
∂x1

.

I4. Розглянувши y1 i y2 як новi незалежнi змiннi i w = w(y1, y2) як нову
функцiю, перетворити рiвняння:

1) ∂2z
∂x2

1
− 2 ∂2z

∂x1∂x2
+ ∂2z

∂x2
2

= 0;

y1 = x1 + x2, y2 = x2
x1

, w = z
x1

;

2) ∂2z
∂x2

1
+ 2 ∂2z

∂x1∂x2
+ ∂2z

∂x2
2

= 0;

y1 = x1 + x2, y2 = x2 − x1, w = x1x2 + z;

3) ∂2z
∂x2

1
+ ∂2z

∂x1∂x2
+ ∂z

∂x1
= z;

y1 = x1 + x2
2 , y2 = x1 − x2

2 , w = zex2 ;

4) ∂2z
∂x2

1
− 2 ∂2z

∂x1∂x2
+

(
1 + x2

x1

)
∂2z
∂x2

2
= 0;

y1 = x1, y2 = x1 + x2, w = x1 + x2 + z;

5) (1− x2
1)

∂2z
∂x2

1
+ (1− x2

2)
∂2z
∂x2

2
= x1

∂z
∂x1

+ x2
∂z
∂x2

;

x1 = sin y1, x2 = sin y2, z = ew;

6) (1− x2
1)

∂2z
∂x2

1
− ∂2z

∂x2
2

+ x1
∂z
∂x1

+ z
1− x2

1
= 0, |x1| < 1;

y1 = 1
2(x2 + arccosx1), y2 = 1

2(x2 − arccosx1),
w = z 4

√
1− x2

1;

7)
(

∂z
∂x2

)2
· ∂2z
∂x2

1
− 2 ∂z

∂x1
· ∂z
∂x2

· ∂2z
∂x1∂x2

+
(

∂z
∂x1

)2
· ∂2z
∂x2

2
= 0;

y1 = x2, y2 = z, w = x1;
8) Довести, що рiвняння

∂2z
∂x1∂x2

+ a ∂z
∂x1

+ b ∂z
∂x2

+ cz = 0
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з довiльними дiйсними коефiцiєнтами a, b, c шляхом замiни
z = weαx1+βx2 , {α, β} ⊂ R, де w = w(x1, x2) – нова функцiя, можна
привести до вигляду

∂2w
∂x1∂x2

+ c1w = 0, c1 ∈ R.

Довести, що рiвняння не змiнюють свого вигляду при переходi до нових
незалежних змiнних y1, y2 i нової функцiї w = w(y1, y2):

9) ∂2z
∂x2

1
= ∂z

∂x1
, x2 > 0; y1 = x1

x2
, y2 = − 1

x2
, z = w√

x2
e
− x2

1
4x2 ;

10) ∂2z
∂x2

1
· ∂2z
∂x2

2
−

(
∂2z

∂x1∂x2

)2

= 0; y1 = x1, y2 = z, w = x2.

Заняття 19
ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА. РЯД ТЕЙЛОРА

Контрольнi запитання
1. Записати загальний вигляд формули Тейлора для функцiї вiд

двох змiнних.
2. Теорема про розклад функцiї кiлькох змiнних у ряд Тейлора.

А19
О1. 1) Розкласти функцiю

f(x1, x2, x3) = x3
1 + x3

2 + x3
3 − 3x1x2x3, (x1, x2, x3) ∈ ∈ R3

за формулою Тейлора в околi точки ~x◦ = (1, 1, 1).
2) У розкладi функцiї

f(x1, x2) = xx2
1 , x1 > 0

в околi точки ~x◦ = (1, 1) виписати члени до другого порядку включно i
написати наближену формулу для значення xx2

1 при x1, x2, близьких до 1.
О2. Розкласти за формулою Тейлора функцiю

f(x1, x2, . . . , xm) = ex1+x2+...+xm , (x1, x2, . . . , xm)∈ Rm

в околi точки (0, 0, . . . , 0).
С1. Нехай функцiя f : R2 → R чотири рази диференцiйовна на R2;
точка (x◦1, x

◦
2)∈ R2 фiксована. Розкласти за степенями h з точнiстю до

h4 включно функцiю

g(h) = f(x◦1 + h, x◦2 + 2h)− f(x◦1 − h, x◦2 + 2h)−
−f(x◦1 + h, x◦2 − 2h) + f(x◦1 − h, x◦2 − 2h), h∈ R.

С2. Розкласти в ряд Маклорена функцiю
f(x1, x2) = sinx1 · shx2, (x1, x2)∈ R2.

Вказiвка. Скористатися розкладами Тейлора для функцiй однiєї змiнної, а
потiм переконатися, що отриманий ряд є рядом Тейлора.
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С3. Розкласти функцiю
f(x1, x2) = ex1+x2 , (x1, x2)∈ R2

у степеневий ряд за цiлими невiд’ємними степенями бiномiв (x1−1) i (x2+1).
Д1. 1) Нехай функцiя f : R2 → R нескiнченно диференцiйовна на R2,
точка (x1, x2) фiксована. Записати ряд Маклорена для функцiї

g(r) = 1
2π

2π∫
0

f(x1 + r cosϕ, x2 + r sinϕ) dϕ, r∈ R.

За яких додаткових обмежень на функцiю f цей ряд збiгається до g на
деякому iнтервалi (−r0, r0), r0 > 0?

2) Написати три члени розкладу в ряд Маклорена функцiї

f(x1, x2) =
1∫
0

(1 + x1)t2x2 dt, x1 > −1.

Д2. 1) Нехай функцiя f : Rm → R є парною за кожною зi змiнних
xi, i = 1, . . . , m при фiксованих значеннях решти. Яку особливiсть мають
члени її ряду Маклорена?

2) Нехай функцiя f : R2 → R розкладається в ряд Маклорена у
деякому околi U точки (0,0), причому

∀(x1, x2)∈ R2 : f
(

x1
2 , 2x2

)
= f(x1, x2).

Довести, що ряд Маклорена цiєї функцiї має вигляд
∞∑

k=0

ak(x1x2)k, (x1, x2) ∈ U, {ak | k ≥ 0} ⊂ R.

Д3. Довести, що ряд Маклорена функцiї

f(x1, x2) =





exp
(
− 1

x2
1
− 1

x2
2

)
, x1x2 6= 0,

0, x1x2 = 0
збiгається на R2, але не до функцiї f .

Б19

I1. Написати розклад функцiй за формулою Тейлора в околi точки M(x◦1, x
◦
2)

до другого порядку включно:
1) f(x1, x2) = x1

1 + x2
2
, x◦1 = x◦2 = 0;

2) f(x1, x2) = x1
x2

, x2 6= 0; x◦1 = x◦2 = 1;

3) f(x1, x2) = sinx1 · sinx2, (x◦1, x
◦
2) =

(
π
2 , π

3

)
;

4) f(x1, x2) = 1
x1 − x2

, x1 6= x2; (x◦1, x
◦
2) = (1, 2);

5) f(x1, x2) =
√

x1 + x2, x1 > −x2; (x◦1, x
◦
2) = (2,−1);

6) f(x1, x2) = ln(x1 − 2x2), x1 > 2x2; (x◦1, x
◦
2) = (3e, e);
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7) f(x1, x2) = arccos
(

x1
x2

)
, x2 6= 0, |x1| < |x2|;

(x◦1, x
◦
2) = (1, 2);

8) f(x1, x2) = tg(x1+x2
2), |x1+x2

2| < π
2 ; (x◦1, x

◦
2) =

(
π
4 , 0

)
;

9) f(x1, x2) = x1 cos(x1 − x2), (x◦1, x
◦
2) = (π, 2π);

10) f(x1, x2) = 1
1 + x2

1 − x2
, x2

1 6= x2 − 1; (x◦1, x
◦
2) = (1, 1).

I2. Вивести наближенi формули для функцiй з точнiстю до членiв другого
порядку для значень (x1, x2) з малого околу точки (0, 0):

1) cosx1
cosx2

;

2) arctg 1 + x1 + x2
1− x1 + x2

;

3) ex1 ln(1 + x2);

4) arctg x1 − x2
1 + x1x2

;

5) 1 + tg x1
1 + tg x2

;

6) (1 + x1)x2 ;

7) arcsin
(

1− x1 + x2
2 + x2

)
;

8) ln 1− x1 − x2 + x1x2
1− x1 − x2

;

9) ln(1− x1) · ln(1 + 2x2);

10) sin(π · cosx1 + x2).

I3. Розкласти в ряд Маклорена функцiї:

1) f(x1, x2) = ex1 sinx2;
2) f(x1, x2) = ex1 cosx2;
3) f(x1, x2) = cosx1 · chx2;

4) f(x1, x2) = sinx1 · chx2;
5) f(x1, x2) = cosx1 · shx2;
6) f(x1, x2) = sin(x2

1 + x2
2);

7) f(x1, x2) = ln(1 + x1 + x2), x1 + x2 > −1;
8) f(x1, x2) = ln(1 + x1) · ln(1 + x2), xi > −1, i = 1, 2;
9) f(x1, x2) = (1− x1 − x2 + x1x2)−1, |xi| < 1

3 , i = 1, 2;
10) f(x1, x2) = cos(x2

1 − x2
2);

у пунктах 1) – 6), 10) функцiї визначенi на R2.
I4. Нехай z = z(x1, x2) – неявна функцiя, що задається вказаними рiвня-
ннями. Записати розклад функцiї z за степенями бiномiв (x1−1) i (x2−1)
з членами до другого порядку включно у випадку z(1, 1) = z0:

1) z3 + x2z − x1x
2
2 − x3

1 = 0, z0 = 1;
2) z3 − 2x1z + x2 = 0, z0 = 1;
3) z3 − x1z + x1 − x2 = 0, z0 = −1;
4) z3 + x1z − 2x2 = 0, z0 = 1;
5) z3 + 2x2z − 4x2

1 + x2 = 0, z0 = 1;
6) z3 + x1z + x1 + x2 = 0, z0 = −1;
7) z3 + z − x2

1x2 − x1x
2
2 = 0, z0 = 1;

8) z3 − z − cos πx1x2
2 = 0, z0 = −1;

9) z3 + x2z − x1x2 − x2
1 = 0, z0 = 1;

10) z3 + x1z − 2x1x
2
2 = 0, z0 = 1.
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Заняття 20
ЗНАХОДЖЕННЯ ТОЧОК ЛОКАЛЬНОГО ЕКСТРЕМУМУ

Контрольнi запитання
1. Означення точки локального екстремуму функцiї кiлькох змiнних.
2. Необхiдна умова локального екстремуму. Означення критичної

(стацiонарної) точки.
3. Достатня умова локального екстремуму.
4. Критерiй Сiльвестра додатної та вiд’ємної визначеностi матрицi.

А20

О1. Знайти локальнi екстремуми функцiй:
1) f(x1, x2) = x2

1 − x1x2 + x2
2 − 2x1 + x2, (x1, x2)∈ R2;

2) f(x1, x2) = e2x1+3x2(8x2
1 − 6x1x2 + 3x2

2), (x1, x2)∈ R2.

С1. Знайти локальнi екстремуми функцiй:
1) f(x1, x2) = x2

1 + (x2 − 1)2, (x1, x2)∈ R2;
2) f(x1, x2) = (x1 − x2 + 1)2, (x1, x2)∈ R2;
3) f(x1, x2) = x3

1 + x3
2 − 3x1x2, (x1, x2)∈ R2;

4) f(x1, x2) = (5x1 +7x2−25)e−(x2
1+x1x2+x2

2), (x1, x2)∈ R2.

С2. Знайти локальнi екстремуми функцiй:

1) f(x1, x2, x3) = x1 + x2
2

4x1
+ x2

3
x2

+ 2
x3

, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;

2) f(x1, x2) = x1x2 ln(x2
1 + x2

2), (x1, x2) 6= (0, 0).

С3. Довести, що функцiя
f(x1, x2) = (x2 − x2

1)(x2 − 2x2
1), (x1, x2)∈ R2

не має локального мiнiмуму в точцi (0, 0), хоча при довiльних дiйсних a i b,
(a, b) 6= (0, 0) функцiя

g(x) = f(ax, bx), x∈ R
має строгий локальний мiнiмум у точцi x = 0. Дати геометричне тлумачення.
Д1. 1) Довести, що функцiя

f(x1, x2) = x5
2 − (x1 − x2)2, (x1, x2)∈ R2

не має локального максимуму в точцi (0, 0), хоча при довiльних дiйсних
a 6= b функцiя

g(x) = f(ax, bx), x∈ R
має строгий локальний максимум у точцi x = 0.

2) Довести, що функцiя

f(x1, x2) =





(
x2 − e

− 1

x2
1

)(
x2 − 3e

− 1

x2
1

)
, x1 6= 0,

x2
2, x1 = 0

13



не має локального мiнiмуму в точцi (0, 0), хоча при довiльних c 6= 0, α > 0
функцiя

g(x) = f(x, cxα), x ≥ 0
має строгий локальний мiнiмум у точцi x = 0.
Д2. Знайти локальнi екстремуми функцiї

f(x1, x2) = x1 + x2 + 4 sinx1 sinx2, (x1, x2)∈ R2.
Д3. Довести, що функцiя

f(x1, x2) = (x1 − x2)2 + x4
1 + x4

2, (x1, x2)∈ R2

має строгий локальний мiнiмум у точцi (0, 0), хоча d2f(0, 0) є вироджена
квадратична форма. Чи має екстремум у цiй точцi функцiя

g(x1, x2) = f(x1, x2) + x1x
2
2

107 , (x1, x2)∈ R2?
Д4. 1) Довести, що функцiя

f(x1, x2) =





exp
(
− 1

x2
1 + x2

2

)
, (x1, x2) 6= (0, 0),

0, (x1, x2) = (0, 0)
має строгий локальний мiнiмум у точцi (0, 0), незважаючи на те, що

∀n∈ N : dnf(0, 0) = 0.
2) Довести, що функцiя

f(x1, x2) =
{

x3
1 sinx−1

1 + x2
2, x1 6= 0,

x2
2, x1 = 0

має строгий локальний мiнiмум у точцi (0, 0), хоча похiдна f ′′11(0, 0) не iснує.
3) Знайти локальнi екстремуми функцiї

f(x1, x2, x3) = x1x
2
2x

3
3(a− x1 − 2x2 − 3x3), a > 0, (x1, x2, x3)∈ R3.

Б20

I1. Знайти локальнi екстремуми функцiй, визначених при всiх (x1, x2)∈ R2 :
1) f(x1, x2) = x4

1 + x4
2 − x2

1 − 2x1x2 − x2
2;

2) f(x1, x2) = x2
1x

3
2(6− x1 − x2);

3) f(x1, x2) = 2x4
1 + x4

2 − x2
1 − 2x2

2;
4) f(x1, x2) = x1x2(1− x1 − x2);
5) f(x1, x2) = x3

1 + x3
2 − 9x1x2 + 27;

6) f(x1, x2) = x3
1 + x1x

2
2 + 3ax1x2, a ∈ R;

7) f(x1, x2) = x4
1 + x4

2 + 2x2
1x

2
2 − 8x1 + 8x2;

8) f(x1, x2) = 2x2
1 + 6x1x2 + 5x2

2 − x1 + 4x2 − 5;
9) f(x1, x2) = x4

1 + x4
2 − 2x2

1 + 4x1x2 − 2x2
2;

10) f(x1, x2) = x2
1 − 2x1x2 + x4

2.

I2. Знайти локальнi екстремуми функцiй:

1) f(x1, x2) = x1x2 + 50
x1

+ 20
x2

, xi > 0, i = 1, 2;
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2) f(x1, x2) = x1x2

√
1− x2

1
4 − x2

2
9 ,

x2
1
4 + x2

2
9 ≤ 1;

3) f(x1, x2) = 1−
√

x2
1 + x2

2, (x1, x2)∈ R2;
4) f(x1, x2) = (x2

1 + x2
2)e

−(x2
1+x2

2), (x1, x2)∈ R2;
5) f(x1, x2) = sinx1 + cos x2 + cos(x1 − x2),

0 ≤ xi ≤ π
2 , i = 1, 2;

6) f(x1, x2) = sinx1 · sinx2 · sin(x1 + x2),
0 ≤ xi ≤ π, i = 1, 2;

7) f(x1, x2) = x2
1 + x1x2 + x2

2 − 4 lnx1 − 10 ln x2,
xi > 0, i = 1, 2;

8) f(x1, x2) = e−2x1+3x2(8x2
1 + 6x1x2 + 3x2

2), (x1, x2)∈ R2;
9) f(x1, x2) = x2

√
1 + x1 + x1

√
1 + x2, xi ≥ −1, i = 1, 2;

10) f(x1, x2) = e2x1(x1 + x2
2 + 2x2), (x1, x2)∈ R2.

I3. Знайти локальнi екстремуми функцiй:
1) f(x1, x2, x3) = x2

1+x2
2+x2

3+2x1+4x2−6x3, (x1, x2, x3)∈ R3;
2) f(x1, x2, x3) = x3

1+x2
2+x2

3+12x1x2+2x3, (x1, x2, x3)∈ R3;
3) f(x1, x2, x3) = x1x

2
2x

3
3(a− x1 − 2x2 − 3x3), a > 0,

xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;

4) f(x1, x2, x3) = 1
x1

+ x2
1

x2
+ x2

2
x3

+ x2
3, xi 6= 0, 1 ≤ i ≤ 3;

5) f(x1, x2, x3) = sinx1 + sinx2 + sinx3 −
− sin(x1 + x2 + x3), 0 < xi < π, 1 ≤ i ≤ 3;

6) f(x1, x2, x3) = x1x2x3(4a− x1 − x2 − x3), a > 0,
(x1, x2, x3)∈ R3;

7) f(x1, x2, x3) = x2
1+x2

2+x2
3−x1x2+2x3+x1, (x1, x2, x3)∈ R3;

8) f(x1, x2, x3) = x3
1 + x3

2 + x3
3

x1x2x3
, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;

9)∗ f(x1, x2, x3) = x1
x2 + x3

+ x2
x1 + x3

+ x3
x1 + x2

,

xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;
10) f(x1, x2, x3) = (ax1 + bx2 + cx3)e1−x2

1−x2
2−x2

3 ,
xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3.

I4. 1) Нехай xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 3. Довести, що добуток x1x2x3 за умови
x1 + x2 + x3 = a, a > 0 буде найбiльшим тодi й лише тодi, коли
x1 = x2 = x3.

2) Нехай xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3. Довести, що сума x1 + x2 + x3 за умови
x1x2x3 = a, a > 0 буде найменшою тодi й лише тодi, коли x1 = x2 = x3.

3) У заданий прямий круговий конус вписати прямокутний паралелепi-
пед найбiльшого об’єму.
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4) Число a > 0 подати як суму трьох доданкiв xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3
так, щоб для фiксованих {m,n, p} ⊂ N добуток xm

1 xn
2xp

3 мав найбiльше
значення.

5) При яких розмiрах прямокутної вiдкритої скринi iз заданим об’ємом
V = 32м3 ї ї поверхня буде найменшою?

6) У кулю радiусом r > 0 вписати прямокутний паралелепiпед найбiль-
шого об’єму.

7) Визначити зовнiшнi розмiри казана цилiндричної форми iз заданою
товщиною стiнок d > 0 i мiсткiстю V > 0 так, щоб на його виготовлення
пiшло якнайменше матерiалу.

8) На площинi з рiвнянням 3x1−2x3 = 0 знайти точку, сума квадратiв
вiдстаней до якої вiд точок A(1, 1, 1) i B(2, 3, 4) найменша.

9) Знайти найбiльший об‘єм паралелепiпеда при заданiй сумi довжин
його ребер 12a, a > 0.

10) Через точку A(1, 2, 3) провести площину, що утворює з координа-
тними площинами тетраедр найменшого об’єму.

Заняття 21
ЗНАХОДЖЕННЯ ТОЧОК ЛОКАЛЬНОГО ЕКСТРЕМУМУ

(продовження)

А21

О1. Знайти локальнi екстремуми функцiї

f(x1, x2, . . . , xm) = a+
m∑

i=1
bixi+

m∑
i,j=1

cijxixj , (x1, x2, . . . , xm)∈ Rm,

a∈ R, {bi | 1 ≤ i ≤ m} ⊂ R, {cij | 1 ≤ i, j ≤ m} ⊂ R
у таких випадках:

1) |cii| = 1, 1 ≤ i ≤ m; cij = 0, i 6= j;
2) cij = αij , α > 1, 1 ≤ i, j ≤ m;
3) cij = αij , α < −1, 1 ≤ i, j ≤ m.

О2. Знайти локальнi екстремуми функцiї

f(x1, x2, . . . , xm) = exp
(
−

m∑
i=1

xi

)
·

m∏
i=1

xi, xi > 0, 1 ≤ i ≤ m.

О3. Нехай функцiя z = z(x1, x2) задана рiвнянням
(x2

1 + x2
2 + z2)2 = a2(x2

1 + x2
2 − z2), a > 0.

Знайти її локальнi екстремуми i дати геометричну iнтерпретацiю.
О4. Нехай функцiя z = z(x1, x2) задана рiвнянням

1
3x3

1 + 2x2
2 − z2x1 + z = 0.

Знайти її локальнi екстремуми.
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С1. Змiннi величини x i y при фiксованих, але невiдомих {a, b} ⊂ R,
задовольняють лiнiйне рiвняння

y(x) = ax + b, x∈ R.
У результатi ряду вимiрювань для величин x та y отриманi значення
yi(xi), 1 ≤ i ≤ n, що мiстять похибки. Користуючись методом найменших
квадратiв, оцiнити значення a i b.

Вказiвка. Метод найменших квадратiв полягає в тому, що за наближенi
значення параметрiв беруть тi a i b, при яких мiнiмальна сума

S(a, b) =
n∑

i=1
(axi + b− yi)2.

Д1. 1) На площинi дано n точок {Mi(x1(i), x2(i)) : 1 ≤ i ≤ n}. При
якому положеннi прямої x1 cosα + x2 sinα− p = 0, α ∈ [0, 2π), p∈ R
сума квадратiв вiдхилень даних точок вiд неї буде найменшою?

2) Для функцiї f(x) = x2, x ∈ [1, 3] пiдiбрати лiнiйну функцiю
g(x) = ax + b, x ∈ [1, 3] з коефiцiєнтами {a, b} ⊂ R так, щоб абсо-
лютне вiдхилення

∆ = max
x∈[1,3]

|x2 − (ax + b)|
було мiнiмальним.
Д2. Мiж двома додатними числами a i b вставити m чисел x1, x2, ..., xm

так, щоб величина дробу
x1x2 . . . xm

(a + x1)(x1 + x2)(x2 + x3)...(xm + b)
була найбiльшою.

Б21

О1. Знайти локальнi екстремуми функцiї

f(x1, x2, . . . , xm) = exp
(
−

m∑
i=1

x2
i

)
·

m∑
i=1

xi, xi > 0, 1 ≤ i ≤ m.

I1. Знайти локальнi екстремуми функцiї z = z(x1, x2), заданої рiвнянням:
1) x2

1 + x2
2 + z2 − 2x1 + 2x2 − 4z − 10 = 0;

2) x2
1 + x2

2 + z2 − x1z − x2z + 2x1 + 2x2 + 2z − 2 = 0;
3) 2x2

1 + 2x2
2 + z2 + 8x1z − z + 8 = 0;

4) 5x2
1 + 5x2

2 + 5z2 − 2x1x2 − 2x1z − 2x2z − 72 = 0;
5) x2

1 + x2
2 + 4x1z + 4 + 1

2(z2 + z) = 0;
6) z2 + x1x2z − x1x

2
2 − x3

1 = 0;
7) 2x2

1 + 6x2
2 + 2z2 + 8x1z − 4x1 − 8x2 + 3 = 0;

8) 6x2
1 + 6x2

2 + 6z2 + 4x1 − 8x2 − 8z + 5 = 0;
9) x2

1 + 2x1 + x2
2 − 2x2 + z2 + 2z − 1 = 0;

10) x4
1 + x4

2 + z4 = 2a2(x2
1 + x2

2 + z2), a > 0.
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I2. Знайти локальнi екстремуми функцiй на множинi
{(x1, x2, x3, x4)|xi > 0, 1 ≤ i ≤ 4}:

1) f(x1, x2, x3, x4) =
4∏

i=1
xi

i ·
(

1−
4∑

i=1
ixi

)
;

2) f(x1, x2, x3, x4) = x1 + x2
x1

+ x3
x2

+ x4
x3

+ 2
x4

;
3) f(x1, x2, x3, x4) = exp(−x1x2x3x4) · (x1 + x2 + x3 + x4);
4) f(x1, x2, x3, x4) = x4

1x
3
2x

2
3x4(1− x1 − 2x2 − 3x3 − 4x4);

5) f(x1, x2, x3, x4) = x1x
2
2x

3
3x

4
4(1− 4x1 − 3x2 − 2x3 − x4);

6) f(x1, x2, x3, x4) =
4∏

i=1
xi

i ·
(

1−
4∑

i=1
i2xi

)
;

7) f(x1, x2, x3, x4) = exp
(
−

4∑
i=1

xi

)
·

4∑
i=1

ixi;

8) f(x1, x2, x3, x4) = exp
(
−

4∑
i=1

x2
i

)
·

4∑
i=1

xi;

9) f(x1, x2, x3, x4) = x4 + x3
x4

+ x2
x3

+ x1
x2

+ 3
x1

;

10) f(x1, x2, x3, x4) = exp
(
−

4∑
i=1

xi

)
·

4∑
i=1

√
xi.

О2. 1) На площинi дано n матерiальних точок {Mi(x1(i), x2(i)) : 1≤ i≤n}
з масами, вiдповiдно рiвними mi, 1 ≤ i ≤ n. При якому положеннi точки
M(x1, x2) момент iнерцiї системи вiдносно цiєї точки

I =
n∑

i=1
miρ

2(Mi,M)

буде найменшим? Тут ρ – евклiдова вiдстань у R2.
2)∗ На площинi дано n точок {Mi(x1(i), x2(i)) | 1 ≤ i ≤ n} з попарно

рiзними абсцисами i попарно рiзними ординатами. Нехай
d((x1, x2), (y1, y2))= |x1 − y1 |+|x2 − y2 |, {(x1, x2), (y1, y2)} ⊂ R2.
При якому положеннi точки M(x1, x2) сума вiдстаней

S =
n∑

i=1
d(Mi, M)

буде найменшою? Розглянути випадки парного i непарного n.
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Заняття 22
ВIДОБРАЖЕННЯ. ДИФЕРЕНЦIЙОВНI ВIДОБРАЖЕННЯ.

ЯКОБIАНИ

Контрольнi запитання

1. Означення векторнозначного вiдображення. Образ та прообраз
множини. Критерiй неперервностi вiдображення.

2. Означення диференцiйовного вiдображення. Якобiан.
3. Достатня умова диференцiйовностi.
4. Якобiан суперпозицiї вiдображень.

А22

О1. Для вiдображень ~f знайти образ ~f(A) множини A:

1) ~f(x1, x2) =
(

x1

x2
2

)
, (x1, x2) ∈ A = [0, 1]× [−1, 1];

2) ~f(r, ϕ) =
(

r cosϕ
r sinϕ

)
, (r, ϕ) ∈ A,

а) A = [1, 2]×
[
π
2 , π

]
, б) A = [1, 2]× [0, 2π].

Якi з цих вiдображень взаємно однозначнi на A? Якi з них неперервнi на A?
С1. Для вiдображень ~f знайти образ ~f(A) множини A:

1) ~f(x1, x2) =
(

x1

−x2

)
, (x1, x2) ∈ A, A = [0, 1]× [0, 1];

2) ~f(x1, x2) =
(

x1 + x2

x1 − x2

)
, (x1, x2) ∈ A, A = [0, 1]× [0, 1];

3) ~f(x, ϕ) =
(

ex cosϕ
ex sinϕ

)
, (x, ϕ) ∈ A,

а) A = [0, 1]× [0, π], б) A = [0, 1]× [0, 2π].

Якi з цих вiдображень взаємно однозначнi на A? Якi з них неперервнi на A?
О2. Для вiдображень ~f знайти похiдну ~f ′(x◦1, x

◦
2) i головну лiнiйну частину

вiдображення в точцi (x◦1, x
◦
2):

1) ~f(x1, x2) =
(

x1

x2
2

)
, (x1, x2)∈ R2,

а) (x◦1, x
◦
2) =

(
1
2 , 1

2

)
, б) (x◦1, x

◦
2) =

(
1
2 , 1

3

)
;
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2) ~f(x1, x2) =
(

x1 cosx2

x1 sinx2

)
, (x1, x2)∈ R2,

а) (x◦1, x
◦
2) =

(
1
2 , π

3

)
, б) (x◦1, x

◦
2) =

(
1, π

2

)
.

С2. Для вiдображень ~f знайти похiдну ~f ′(x◦1, x
◦
2) i головну лiнiйну частину

вiдображення в точцi (x◦1, x
◦
2):

1) ~f(x1, x2) =
(

x1

−x2

)
, (x1, x2)∈ R2,

а) (x◦1, x
◦
2) =

(
1
2 , 1

3

)
, б) (x◦1, x

◦
2) =

(
1
3 , 1

2

)
;

2) ~f(x1, x2) =
(

x1 + x2

x1 − x2

)
, (x1, x2)∈ R2,

а) (x◦1, x
◦
2) =

(
1
2 , 1

2

)
, б) (x◦1, x

◦
2) =

(
1
2 , 1

3

)
;

3) ~f(x1, x2) =
(

ex1 cosx2

ex1 sinx2

)
, (x1, x2)∈ R2,

а) (x◦1, x
◦
2) =

(
1
2 , π

3

)
, б) (x◦1, x

◦
2) =

(
1, π

2

)
.

О3. Для вiдображень

~f(r, ϕ, ψ) =

(
f1

f2

f3

)
=

(
r cosϕ
r sinϕ

ψ

)
, (r, ϕ, ψ)∈ R3,

~g(x1, x2, x3) =

(
g1

g2

g3

)
=




x1 cosx3

x2 cosx3√
x2

1 + x2
2 sinx3


 , (x1, x2, x3)∈ R3,

~h(r, ϕ, ψ) = ~g
(
~f(r, ϕ, ψ)

)
, (r, ϕ, ψ)∈ R3,

обчислити похiднi ~f ′, ~g ′, ~f ′ i якобiани
∂(f1, f2, f3)
∂(r, ϕ, ψ) ,

∂(g1, g2, g3)
∂(x1, x2, x3)

,
∂(h1, h2, h3)
∂(r, ϕ, ψ) .

Примiтка. Вiдображення h визначає перехiд до сферичних координат.
С3. Обчислити якобiани вiдображень з О1 i С1 i знайти точки, в яких цi
якобiани вироджуються.
Д1. Довести, що якобiан J вiдображення ~f має вказаний вигляд

1) ~f(r, ϕ) =
(

ar cosα ϕ
br sinα ϕ

)
, r ≥ 0, 0 < ϕ < π

2 ;

{a, b} ⊂ (0, +∞), α ∈ R; J = α abr cosα−1 ϕ sinα−1 ϕ;

2) ~f(r, ϕ, ψ) =




ar cosα ϕ cosβ ψ
br sinα ϕ cosβ ψ

cr sinβ ψ


 , r ≥ 0, {ϕ,ψ} ⊂

(
0, π

2

)
;
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{a, b, c} ⊂ (0, +∞), {α, β} ⊂ R;
J = αβ abc r2 cosα−1 ϕ sinα−1 ϕ cos2β−1 ψ sinβ−1 ψ;

3) ~f(r, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm−1) =




f1(r, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm−1)
...

fm(r, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm−1)


 ,

f1 = r cosϕ1, f2 = r sinϕ1 cosϕ2, . . . ,
fm−1 = r sinϕ1 sinϕ2 . . . sinϕm−2 cosϕm−1,
fm = r sinϕ1 sinϕ2 . . . sinϕm−2 sinϕm−1,

r ≥ 0, ϕi ∈
[
0, π

2

]
, 1 ≤ i ≤ m− 1;

J = rm−1 sinm−2 ϕ1 sinm−3 ϕ2 . . . sinϕm−2.

Примiтка. Вiдображення у п.1, 2 визначають перехiд до узагальнених полярних
та сферичних координат вiдповiдно, у п.3 – до сферичних координат в Rm.

Д2. Побудувати суперпозицiю ~g
(

~f
)

вiдображень i знайти якобiан супер-

позицiї двома способами:

~f(x1, x2) =
(

x3
1 − x3

2
3x1x

2
2 − 3x2

1x
2

)
, (x1, x2)∈ R2;

~g(y1, y2) =
(

y1 + y2

y1 − y2

)
, (y1, y2)∈ R2.

Д3. Довести, що якобiан вiдображення

~f(x1, x2, x3) =

(
f1

f2

f3

)
=




x2
1 + x2

2 + x2
3

x1 + x2 + x3

x1x2 + x2x3 + x3x1


 , (x1, x2, x3)∈ R3,

тотожно дорiвнює нулю. Знайти залежнiсть мiж функцiями fi, 1 ≤ i ≤ 3.

Б22

I1. Для вiдображень ~f знайти образ ~f(A) множини A:

1) ~f(x1, x2) =




x1

x2
1 + x2

2x2

x2
1 + x2

2


 , (x1, x2) 6= (0, 0);

A = {(x1, x2) | 1 ≤ x1 ≤ 4, x2 = 0};
2) ~f(x1, x2) =

(
x2

1 + x2
2

x2
1 − x2

2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x, x−1) | 1 ≤ x ≤ 2};
3) ~f(x1, x2) =

(
x2

1 + x2
2

x2
1 − x2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x, x2) | 0 ≤ x ≤ 4};
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4) ~f(x1, x2)=




2x1

x2
1 + x2

2x2

x2
1 + x2

2


 , (x1, x2) 6= (0, 0); A = [1, 2]×[0, 2];

5) ~f(x1, x2) =
(

x2
1 − x2

2
2x1x2

)
, (x1, x2) ∈ R2; A = [0, 1]× [0, 1];

6) ~f(x1, x2) =
(

arctg x2
x1

ln(x2
1 + x2

2)

)
, x1 6= 0;

A = {(x1, x2) |x1 > 0, x2
1 + x2

2 < 16};
7) ~f(x1, x2) =

(
x1 − x2

x1 + x2

)
, (x1, x2)∈ R2; A = [0, 1]× [0, 2];

8) ~f(x1, x2) =
(

x2
1√
x2

)
, x2 ≥ 0; A = [−1, 1]× [4, 9];

9) ~f(x1, x2)=
(

x1 + 2x2

−x1 + 2x2

)
, (x1, x2)∈ R2; A = [0, 1]× [0, 1];

10) ~f(x1, x2) =
(

tg x1

cosx2

)
, |x1| < π

2 ; A =
[
−π

3 , π
4

]
×

[
0, 3π

2

]
.

Якi з цих вiдображень взаємно однозначнi на A? Якi з них неперервнi на A?
I2. Обчислити якобiани вiдображень i знайти точки, в яких вони вироджуються:

1) ~f(r, ϕ) =
(

r cos3 ϕ
2r sin3 ϕ

)
, r ≥ 0, ϕ∈ R;

2) ~f(r, ϕ) =
(

2r cos4 ϕ
r sin4 ϕ

)
, r ≥ 0, ϕ∈ R;

3) ~f(r, ϕ, ψ)=




r cosϕ cos2 ψ
2r sinϕ cos2 ψ

r sin2 ψ


, r ≥ 0, 0≤ϕ ≤ 2π, |ψ|≤ π

2 ;

4) ~f(r, ϕ, ψ)=




2r cos2 ϕ cosψ
2r sin2 ϕ cosψ

r sinψ


, r≥ 0, 0≤ϕ≤2π, |ψ|≤ π

2 ;

5) ~f(r, ϕ, ψ) =




r
√

cosϕ cosψ
2r
√

sinϕ cosψ
r
√

sinψ


 , r ≥ 0, {ϕ,ψ} ⊂

(
0, π

2

)
;

6) ~f(r, ϕ, ψ) =




r cosϕ
r sinϕ

ψ2


 , (r, ϕ, ψ)∈ R3;
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7) ~f(r, ϕ, ψ) =




r cosϕ
r sinϕ

3
√

ψ


 , (r, ϕ, ψ)∈ R3, ψ 6= 0;

8) ~f(r, ϕ, ψ)=




3r 3
√

cosϕ cosψ
2r 3
√

sinϕ cosψ
r sinψ


, r≥ 0, 0<ϕ< π

2 , |ψ|≤ π
2 ;

9) ~f(r, ϕ, ψ) =




r cosϕ 3
√

cosψ
2r sinϕ 3

√
cosψ

r 3
√

sinψ


 ,

r ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 < ψ < π
2 ;

10) ~f(r, ϕ, ψ) =



√

r cosϕ cosψ√
r sinϕ cosψ√

r sinψ


 , r > 0, {ϕ,ψ} ⊂ [0, 2π].

I3. Для вiдображень ~f знайти похiдну ~f ′(x◦1, x
◦
2) i головну лiнiйну частину

приросту вiдображення в точцi (x◦1, x
◦
2):

1) ~f(x1, x2) =
(

ln x1 · cosx2

lnx1 · sinx2

)
,

x1 > 0, x2 ∈ R; (x◦1, x
◦
2) = (1, π);

2) ~f(x1, x2) =
(

x1x2
x2
x1

)
, x1 6= 0; (x◦1, x

◦
2) = (1, 2);

3) ~f(x1, x2)=




10 x1

x2
1 + x2

2

10 x2

x2
1 + x2

2


, (x1, x2) 6= (0, 0); (x◦1, x

◦
2)=(1, 1);

4) ~f(x1, x2) =
(

x2
1 + x2

2
x2

1 − x2
2

)
, (x1, x2)∈ R2; (x◦1, x

◦
2) = (1, 1);

5) ~f(x1, x2) =
(

(x1 + x2)2

(x1 − x2)2

)
, (x1, x2)∈ R2; (x◦1, x

◦
2) = (3, 4);

6) ~f(x1, x2) =
(

x2
1 − x2

2
2x1x2

)
, (x1, x2)∈ R2; (x◦1, x

◦
2) = (1, 0);

7) ~f(x1, x2) =
(

x2
1 + x2

x2
1 − x2

)
, (x1, x2)∈ R2; (x◦1, x

◦
2) = (−1, 1);

8) ~f(x1, x2) =




x1
x2

x2
x1


 , x1x2 6= 0; (x◦1, x

◦
2) = (1,−1);

9) ~f(x1, x2) =




x1
2x1 + x2

x2
2x1 + x2


 , x2 6= −2x1; (x◦1, x

◦
2) = (1, 2);
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10) ~f(x1, x2) =
(

x1 sinx2

x2 cosx1

)
, (x1, x2)∈ R2; (x◦1, x

◦
2) = (0, π).

I4. Для вiдображень ~f знайти похiдну ~f ′(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) i головну лiнiйну ча-

стину вiдображення в точцi (x◦1, x
◦
2, x

◦
3):

1) ~f(x1, x2, x3) =




x1

x2
2−x3


 , (x1, x2, x3)∈ R3;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (1, 2, 3);

2) ~f(x1, x2, x3) =

( −x1√
x2

x3 + 1

)
, x2 > 0; (x◦1, x

◦
2, x

◦
3) = (1, 1, 1);

3) ~f(x1, x2, x3) =

( sinx1

x2 − 1
−x3

)
, (x1, x2, x3)∈ R3;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (π, 1, 1);

4) ~f(x1, x2, x3) =

( 2x1

tg x2

x3

)
, |x2| < π

2 ; (x◦1, x
◦
2, x

◦
3) =

(
1, π

4 ,−1
)

;

5) ~f(x1, x2, x3) =




arcsinx1

x2
2

x3


 , |x1| < 1; (x◦1, x

◦
2, x

◦
3) =

(
1
2 , 1, 2

)
;

6) ~f(x1, x2, x3) =

(
x1 + x2

x2 + x3

x3 + x1

)
, (x1, x2, x3)∈ R3;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (1,−1, 1);

7) ~f(x1, x2, x3) =

(
x1 − x2

x2 − x3

x3 − x1

)
, (x1, x2, x3)∈ R3;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (1, 2, 1);

8) ~f(x1, x2, x3) =

(ln(1 + x1)
ctg x2

x3

)
, x1 > −1, 0 < x2 < π;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) =

(
1, π

2 , 0
)

;

9) ~f(x1, x2, x3) =

(
x1 sinx2

x2 sinx1

x3

)
, (x1, x2, x3)∈ R3;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (π, π, 1);

24



10) ~f(x1, x2, x3) =

(
xx2

1
xx1

2
x3

)
, xi > 0, i = 1, 2;

(x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (1, 1, 2).

I5. Знайти образ координатної сiтки при вiдображеннях:

1) ~f(x1, x2) =
(

ex1 cosx2

ex1 sinx2

)
, (x1, x2)∈ R2;

2) ~f(x1, x2) =
(

(x1 + x2)2

(x1 − x2)2

)
, (x1, x2)∈ R2;

3)∗ ~f(x1, x2) =




4x1

x2
1 + x2

2
4x2

x2
1 + x2

2


 , (x1, x2) 6= (0, 0).

Заняття 23
ВIДОБРАЖЕННЯ. ОБЕРНЕНЕ ВIДОБРАЖЕННЯ.

НЕЯВНЕ ВIДОБРАЖЕННЯ

Контрольнi запитання
1. Теорема про iснування i властивостi оберненого вiдображення.
2. Теорема про неявну функцiю (вiдображення).

А23
О1. Для вiдображення

~f(x1, x2) =
(

x2
1 − x2

2
2x1x2

)
, (x1, x2) ∈ A = (0, +∞)× (0, +∞)

знайти ~f(A), а також точки, в яких det ~f ′ = 0. Довести, що ~f є взаємно
однозначним вiдображенням. Знайти обернене вiдображення ~g = ~f−1.
С1. Для вiдображень ~f знайти ~f(A) i точки, в яких det ~f ′ = 0. Якщо ~f
є взаємно однозначним вiдображенням, то знайти обернене вiдображення
~g = ~f−1:

1) ~f(x1, x2) =
(

x1 + 2x2

x1 − x2

)
, (x1, x2) ∈ A = R2;

2) ~f(x1, x2) =
(

x2
1 − x1 − 2

3x2

)
, (x1, x2) ∈ A=[−1, 2]× R.

О2. Нехай
~f(x1, x2) =

(
x1 cosx2

x1 sinx2

)
, (x1, x2) ∈ A = [0, +∞)× R.
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1) Знайти ~f(A).
2) Для кожної точки (x◦1, x

◦
2), x◦1 > 0 застосувати теорему про iснува-

ння оберненого вiдображення.
3) Довести, що вiдображення ~f не є взаємно однозначним на множинi

{(x1, x2) | x1 > 0}.
4) Довести, що на множинi {(x1, x2) | x1 > 0, 0 ≤ x2 ≤ π} вiдобра-

ження ~f є взаємно однозначним, знайти обернене вiдображення ~g = ~f−1.
5) Знайти ~f ′, (~f ′)−1, ~g ′ у випадку п. 4).

С2. Нехай
~f(x1, x2) =

(
x2

1 + x2
2

x1 − x2

)
, (x1, x2)∈ R2.

1) Для множини A = {(x1, x2) | x1 + x2 ≥ 0} знайти образ ~f(A).
2) Знайти обернене вiдображення до ~f на A.
3) До кожної точки (x◦1, x

◦
2), x◦1 + x◦2 6= 0 застосувати теорему про

iснування оберненого вiдображення.
О3. Нехай

F (x1, x2, y) = x2
1 + x2

2 + y2 − 2x1y − 4, (x1, x2, y)∈ R3.
До яких точок (x◦1, x

◦
2, y

◦) може бути застосована теорема про неявну
функцiю? У випадку iснування неявної функцiї y = y(x1, x2) знайти y′1 i y′2.
Д1. Довести, що вiдображення

~f(~x) = 2
1− ‖~x‖2 ~x, ~x ∈ A = {~x | ‖~x‖ < 1} ⊂ Rm

є взаємно однозначним. Знайти ~f(A) i обернене вiдображення ~g = ~f−1.
Д2. Нехай

~F (x, y1, y2) =
(

x− 3y1 + y2
2

2x + y1 − y2

)
, (x, y1, y2)∈ R3.

До вiдображення ~F у точцi (0, 0, 0) застосувати теорему про iснування
неявної функцiї. Довести, що вiдображення

~f(x) =
(

y1(x)
y2(x)

)
=

(
3
2 − 2x− 1

2
√

9− 28x
3
2 − 1

2
√

9− 28x

)
, x ∈

[
− 9

28 , 9
28

]

задовольняє спiввiдношення
~F (x, ~f(x)) = 0, x ∈

[
− 9

28 , 9
28

]
.

Обчислити ~f ′ за допомогою теореми про похiдну неявного вiдображення.
Д3. Нехай ~f ∈ C(1)(Rm; Rm) та

∃C > 0 ∀{~x′, ~x′′} ⊂ Rm : ‖~f(~x′)− ~f(~x′′)‖ ≥ C ‖~x′ − ~x′′‖.
Довести твердження:

1) вiдображення ~f – взаємно однозначне;
2) det ~f ′(~x) 6= 0, ~x∈ Rm.
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Б23
I1. Знайти оберненi до вiдображень на множинi A:

1) ~f(x1, x2) =
(

ex1 cosx2

ex1 sinx2

)
, (x1, x2)∈ R2; A = R× [0, 2π);

2) ~f(x1, x2) =
(

x1 + x2

(x1 − x2)2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x1, x2) | x1 ≥ x2} ;

3) ~f(x1, x2) =
(

x1x2
x2
x1

)
, x1 6= 0; A = (−∞, 0)× (−∞, 0).

Чи є цi вiдображення взаємно однозначними на множинi визначення?
I2. До вiдображення ~f застосувати теорему про iснування оберненого
вiдображення в кожнiй точцi (x◦1, x

◦
2) ∈ A; довести, що вiдображення

~f взаємно однозначне на множинi B; на множинi C знайти обернене
вiдображення ~g i обчислити ~f ′, (~f ′)−1, ~g ′:

1) ~f(x1, x2) =
(

x1 + x2

x1x2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x1, x2) | x1 6= x2} , B = {(x1, x2) | x1 ≥ x2} ,
C = {(x1, x2) | x1 > x2} ;

2) ~f(x1, x2) =
(

x1

x2
1 + x2

2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x1, x2) | x2 6= 0} , B = {(x1, x2) | x2 ≤ 0} ,
C = {(x1, x2) | x2 < 0} ;

3) ~f(x1, x2) =
(

x3
1 + x2

x2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x1, x2) | x1 6= 0} , B = R2, C = {(x1, x2) | x1 > 0} ;

4) ~f(x1, x2) =
(

(x1 + x2)3

(x1 − x2)2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x1, x2) | |x1| 6= |x2|} , B = {(x1, x2) | x1 ≥ x2} ,
C = {(x1, x2) | 0 < x2 < x1} ;

5) ~f(x1, x2) =
(

x1

sin(x1 + x2)

)
, (x1, x2)∈ R2;

A =
{

(x1, x2) | x1 + x2 6= π
2 + πk, k∈ Z

}
,

B =
{

(x1, x2) | − π
2 ≤ x1 + x2 ≤ π

2

}
,

C =
{

(x1, x2) | − π
2 < x1 + x2 < π

2

}
;
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6) ~f(x1, x2) =
(

tg(x1 + x2)
x2

)
, x1 + x2 6= π

2 + πk, k∈ Z;

A =
{

(x1, x2) | x1 + x2 6= π
2 + πk, k∈ Z

}
,

B = C =
{

(x1, x2) | − π
2 < x1 + x2 < π

2

}
;

7) ~f(x1, x2) =
(

x1

ex1x2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = B = {(x1, x2) | x1 6= 0} , C = {(x1, x2) | x1 > 0} ;

8) ~f(x1, x2) =
(

ln(x1x2)
x2

)
, x1x2 > 0;

A = B = {(x1, x2) | x1x2 > 0} , C = (0, +∞)× (0, +∞);

9) ~f(x1, x2) =
(

x2
1

arctg(x1 + x2)

)
, (x1, x2)∈ R2;

A={(x1, x2) | x1 6= 0} , B =[0,+∞)×R, C =(0, +∞)×R;

10) ~f(x1, x2) =
(

x2
1

x2
1 + x2

2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = {(x1, x2) | x1x2 6= 0} , B = [0, +∞)× [0, +∞),
C = (0, +∞)× (0, +∞).

О1. Нехай
F (x1, x2, y) = x2

1 − 4x2
2 − 2x2y − y2 + 8, (x1, x2, y)∈ R3.

В околi точки (2, 1,−4) застосувати теорему про неявну функцiю. Знайти
похiднi неявної функцiї y′1 i y′2.
I3. Знайти якобiани вiдображення ~f i оберненого до нього вiдображення
~g у точцi ~x◦:

1) ~f(x1, x2, x3) =

(
x1x2x3

x1x2 − x1x2x3

x2 − x1x2

)
,

(x1, x2, x3)∈ R3, (x◦1, x
◦
2, x

◦
3) = (1, 2, 3);

2) ~f(x1, x2, x3) =




x1(1− ‖~x‖2)
−1

2

x2(1− ‖~x‖2)
−1

2

x3(1− ‖~x‖2)
−1

2


 ,

(x1, x2, x3) ∈
{
~x∈ R3 | ‖~x‖ < 1

}
, (x◦1, x

◦
2, x

◦
3) =

(
0, 1

9 , 1
16

)
;

3) ~f(x1, x2, x3) =




x1√
a2 + x2

1 − 2ax1 cosx2

x2
3


 ,

a > 0, 0 < x2 < π, (x◦1, x
◦
2, x

◦
3) =

(
5, π

6 , 1
)

;
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4) ~f(x1, x2, x3) =

( cosx1

sinx1 cosx2

sinx1 sinx2 cosx3

)
,

(x1, x2, x3)∈ R3, (x◦1, x
◦
2, x

◦
3) =

(
π
2 , π

3 , π
6

)
.

Заняття 24
УМОВНИЙ (ВIДНОСНИЙ) ЛОКАЛЬНИЙ ЕКСТРЕМУМ.

ПРАВИЛО МНОЖНИКIВ ЛАГРАНЖА. ДОСТАТНI УМОВИ

Контрольнi запитання

1. Означення точок умовних локальних екстремумiв.
2. Необхiдна та достатня умови локальних умовних екстремумiв.

А24

О1. Знайти умовнi локальнi екстремуми функцiй при вказаних рiвняннях зв’язку:
1) f(x1, x2) = x1x2, (x1, x2)∈ R2; x2

1 + x2
2 = 1;

2) f(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3, x1 + 4x3 = 1, x1x2 = 1.

С1. Знайти умовнi локальнi екстремуми функцiй при вказаних рiвняннях зв’язку:
1) f(x1, x2) = x1x2, x∈ R2; x1 − 2x2 = 1;
2) f(x1, x2) = x2

1 + x2
2, x∈ R2; x1

a + x2
b

= 1, ab 6= 0;

3) f(x1, x2) = x2
1 + 12x1x2 + 2x2

2, x∈ R2; 4x2
1 + x2

2 = 25.

О2. Для фiксованих a > 0, ai > 0, 1 ≤ i ≤ m знайти найменше значення
функцiї

f(x1, x2, . . . , xm) = x2
1 + x2

2 + . . . + x2
m, (x1, x2, . . . , xm)∈ Rm

за умови
a1x1 + a2x2 + . . . + amxm = a.

Використовуючи отриманий результат, довести нерiвнiсть Кошi -- Буняковського
(
∑m

i=1 xiai)
2 ≤ ∑m

i=1 x2
i ·

∑m
i=1 a2

i ,{(x1, x2, . . . , xm), (a1, a2, . . . , am)}∈ Rm.
За яких умов можливий знак рiвностi?
С2. Для фiксованого числа a > 0 знайти найбiльше значення функцiї

f(x1, x2, . . . , xm) =
∏m

i=1 xi, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m
за умови x1 + x2 + . . . + xm = a. Використовуючи отриманий результат,
довести нерiвнiсть

m
√

x1x2 . . . xm ≤ x1 + x2 + . . . + xm
m , xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

За якої умови можливий знак рiвностi?
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Д1. Знайти умовнi локальнi екстремуми функцiї при вказаних рiвняннях зв’язку
f(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;

x2
1 + x2

2 = 1, x2 + x3 = 2.
Д2. 1) Для фiксованого числа a > 0 знайти найменше значення функцiї

f(x1, x2) = 1
2(xn

1 + xn
2 ), n > 1, xi ≥ 0, i = 1, 2

за умови x1 + x2 = a. Використовуючи отриманий результат, довести
нерiвнiсть

xn
1 + xn

2
2 ≥

(
x1 + x2

2

)n
, n > 1, xi ≥ 0, i = 1, 2.

2) Для фiксованого числа a > 0 знайти найменше значення функцiї
f(x1, x2, . . . , xm) = xp

1 + xp
2 + . . . + xp

m, p > 1, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m
за умови x1 + x2 + . . . + xm = a. Використовуючи отриманий результат,
довести нерiвнiсть

xp
1 + xp

2 + . . . + xp
m

m ≥
(

x1 + x2 + . . . + xm
m

)p
,

p > 1, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.
Д3. Знайти найменше значення функцiї

f(x1, x2, . . . , xm) =
(

m∑
i=1

xp
i

) 1
p

, p > 1, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m

за умови
m∑

i=1
aixi = A, ai ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, A ≥ 0. Використовуючи

отриманий результат, довести нерiвнiсть
m∑

i=1
aixi ≤

(
m∑

i=1
xp

i

) 1
p

·
(

m∑
i=1

aq
i

) 1
q

,

p > 1, 1
p + 1

q = 1, ai ≥ 0, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

У яких випадках в останнiй нерiвностi має мiсце рiвнiсть?

Б24

I1. Для фiксованих чисел a > 0, bc 6= 0 знайти умовнi локальнi екстре-
муми функцiй при вказаних рiвняннях зв’язку:

1) f(x1, x2) = ex1x2 , (x1, x2)∈ R2, x1 + x2 = 1;
2) f(x1, x2) = x−1

1 + x−1
2 , x1x2 6= 0; x1 + x2 = 2a;

3) f(x1, x2) = x1−x2, xi ∈
[
0, π

2

)
, i = 1, 2; tg x1 = 3 tg x2;

4) f(x1, x2) = cos2 x1 +cos2 x2, (x1, x2)∈ R2, x1−x2 = π
4 ;

5) f(x1, x2) = x1
b

+ x2
c , (x1, x2)∈ R2; x2

1 + x2
2 = 1;

6) f(x1, x2) = 2 cos2 x1+3 cos2 x2, (x1, x2)∈ R2; x1−x2 = π
4 .
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I2. Для фiксованих чисел a > b > c > 0, {m,n, p} ⊂ N знайти умовнi
локальнi екстремуми функцiй при вказаних рiвняннях зв’язку:

1) f(x1, x2, x3) = x2
1x

3
2x

4
3, (x1, x2, x3)∈ R3;

2x1 + 3x2 + 4x3 = 0;
2) f(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;

a
x1

+ b
x2

+ c
x3

= 1;

3) f(x1, x2, x3) = cosx1 · cosx2 · cosx3, (x1, x2, x3)∈ R3;
x1 + x2 + x3 = π;

4) f(x1, x2, x3) = x1 − 2x2 + 2x3, (x1, x2, x3)∈ R3;
x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1;
5) f(x1, x2, x3) = xm

1 xn
2xp

3, (x1, x2, x3)∈ R3;
x1 + x2 + x3 = a;

6) f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3, (x1, x2, x3)∈ R3;

x2
1

a2 + x2
2

b2 + x2
3

c2 = 1;

7) f(x1, x2, x3) = x1x
2
2x

3
3, (x1, x2, x3)∈ R3;

x1 + 2x2 + 3x3 = a;
8) f(x1, x2, x3) = sinx1 · sinx2 · sinx3, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3;

x1 + x2 + x3 = π
2 ;

9) f(x1, x2, x3) = x1x2x3, (x1, x2, x3)∈ R3; x2
1+x2

2+x2
3 =3.

О1. Для фiксованого числа a∈ R знайти найменше значення функцiї
f(x1, x2, . . . , xm) = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m, (x1, x2, . . . , xm)∈ Rm

за умови x1 + x2 + · · ·+ xm = a. Використовуючи отриманий результат,
довести нерiвнiсть
(x1 + x2 + · · ·+ xm)2 ≤ m(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m.
I3. Для фiксованих чисел a > b > c > 0 знайти умовнi локальнi екстре-
муми функцiй при вказаних рiвняннях зв’язку:

1) f(x1, x2, x3) = x1x2x3, (x1, x2, x3)∈ R3;
x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1, x1 + x2 + x3 = 0;

2) f(x1, x2, x3) = x2
1

a2 + x2
2

b2 + x2
3

c2 , (x1, x2, x3)∈ R3;

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x1 + 2x2 + 3x3 = 1;

3) f(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3, (x1, x2, x3)∈ R3;

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x1 + 2x2 + 3x3 = 0;

4) f(x1, x2, x3) = x1x2x3, (x1, x2, x3)∈ R3;
x1 + x2 + x3 = 5, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 8;

5) f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3, (x1, x2, x3)∈ R3;

x1 + 2x2 + 3x3 = 0, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 0.
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Заняття 25
ЕКСТРЕМУМ ФУНКЦIЇ НА МНОЖИНI

А25

О1. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї на вказанiй множинi A:
1) f(x1, x2) = x2

1+x2
2−12x1+16x2, A =

{
(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 25

}
;

2) f(x1, x2) = x2
1−x1x2+x2

2, A = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| ≤ 1} .

С1. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї на вказанiй множинi A:
1) f(x1, x2) = x1 − 2x2 − 3,

A = {(x1, x2) | xi ≥ 0, i = 1, 2; x1 + x2 ≤ 1} ;
2) f(x1, x2, x3) = x1+x2+x3, A=

{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 ≤ x3 ≤ 1

}
.

О2. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї на вказанiй множинi
f(x1, x2, . . . , xm) = (x1 + x2 + · · ·+ xm)e−(x1+2x2+...+mxm),

0 ≤ xi ≤ 2, 1 ≤ i ≤ m.
О3. При яких розмiрах прямокутна ванна заданого об’єму V має найменшу
площу поверхнi?
С3. При яких розмiрах вiдкрита цилiндрична ванна з напiвкруглим попереч-
ним перерiзом i площею поверхнi S має найбiльший об’єм?

Б25

I1. Для фiксованих a > b > 0 знайти найбiльше та найменше значення
функцiї на множинi A:

1) f(x1, x2) = x2
1 + 3x2

2 − x1 + 18x2 − 4, A = [0, 1]× [0, 1];
2) f(x1, x2) = x2

1 + 3x2
2 − x1 + 18x2 − 4,

A = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 4} ;

3) f(x1, x2) = x2
1 + x2

2, A =
{

(x1, x2) | x2
1

a2 + x2
2

b2 = 1
}

;

4) f(x1, x2) = e−x2
1−x2

2(2x2
1+3x2

2), A =
{
(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 4

}
;

5) f(x1, x2) = x1x2
2 − x2

1x2
6 − x1x

2
2

8 ,

A =
{

(x1, x2) | xi ≥ 0, i = 1, 2; x1
3 + x2

4 ≤ 1
}

;

6) f(x1, x2) = (x1−x2
2)(x1−1)2/3, A =

{
(x1, x2) | x2

2 ≤ x1 ≤ 2
}

;
7) f(x1, x2) =

√
1− x2

1 − x2
2, A =

{
(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1

}
;

8) f(x1, x2) = x2
1 − x2

2, A =
{
(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 4

}
;

9) f(x1, x2) = x2
1 + 2x1x2 − 4x1 + 8x2, A = [0, 1]× [0, 2];

10) f(x1, x2) = x2
1x2(4− x1 − x2),

A = {(x1, x2) | xi ≥ 0, i = 1, 2; x1 + x2 ≤ 6} .
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I2. 1) У заданий прямий круговий конус вписати прямокутний паралеле-
пiпед найбiльшого об’єму.

2) З усiх трикутникiв iз фiксованими основою та кутом при вершинi
знайти найбiльший за площею.

3) При заданiй повнiй поверхнi намету визначити його вимiри так, щоб
об’єм був найбiльшим. Намет має форму цилiндра, завершеного вгорi пря-
мим круговим конусом.

4) При заданому об’ємi намету визначити його вимiри так, щоб його
повна поверхня була найменшою. (Про форму намету див. пункт 3.)

5) Треба збудувати конiчний намет найбiльшого об’єму iз заданої кiль-
костi матерiалу загальною площею S. Якими повиннi бути його розмiри?

6) На площинi, заданiй рiвнянням 3x1 − 2x3 = 0, знайти точку, сума
квадратiв вiдстаней вiд якої до точок A(1,−1, 1) i B(2,−3, 4) найменша.

7) З усiх елiпсiв iз сумою осей 2L знайти найбiльший за площею.
8) Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки A(−1, 0) до елiпса, заданого

рiвнянням 4x2
1 + 9x2

2 = 36.
9) Площа трикутної дiлянки землi зменшена загородками при верши-

нах; кожна загородка є дугою кола i має центр у вiдповiднiй вершинi. Зна-
йти, як можна зберегти найбiльшу площу дiлянки при заданiй загальнiй
довжинi трьох загородок.

10) На елiпсi, заданому рiвнянням x2
1 + 4x2

2 = 4, дано двi точки

A
(
−√3, 1

2

)
i B

(
1,

√
3

2

)
. Знайти на цьому ж елiпсi таку третю точку

C(x◦1, x
◦
2), щоб площа трикутника ABC, яку можна обчислити за формулою

S =

∣∣∣∣∣∣∣
det




1 −√3 1
2

1 1
√

3
2

1 x◦1 x◦2




∣∣∣∣∣∣∣
,

була найбiльшою.
I3. 1) Елiпс, заданий рiвнянням 36x2

1 + 24x1x2 + 29x2
2 = 180, має центр

у точцi (0, 0). Знайти довжини пiвосей елiпса, дослiджуючи екстремуми
вiдстанi вiд довiльної точки елiпса до його центра.

2) Серед усiх трикутникiв, вписаних у круг радiусом R, знайти трику-
тник з найбiльшою площею.

3) Серед усiх трикутникiв, що мають периметр 2p, знайти трикутник з
найбiльшою площею.

4) Серед усiх пiрамiд, основою яких є заданий трикутник зi сторонами
a, b, c, а висота дорiвнює h, знайти пiрамiду з найменшою площею бiчної
поверхнi.

5) Знайти точку площини, сума квадратiв вiдстаней вiд якої до трьох
заданих точок Ai(x1(i), x2(i)), 1 ≤ i ≤ 3 є найменшою.
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6) Серед усiх чотирикутникiв, вписаних у задане коло, знайти чотири-
кутник iз найбiльшою площею.

7) Знайти найбiльшу вiдстань вiд точок поверхнi, заданої рiвнянням
2x2

1 + 3x2
2 + 2x2

3 + 2x1x3 = 6, до площини з рiвнянням x3 = 0.
8) На параболi, рiвняння якої 2x2

1−4x1x2 +2x2
2−x1−x2 = 0, знайти

точку, найближчу до прямої з рiвнянням 9x1 − 7x2 + 16 = 0.

9) На елiпсi, заданому рiвнянням
x2

1
4 + x2

2
9 = 1, знайти точки, найбiльш

i найменш вiддаленi вiд прямої з рiвнянням 3x1 + x2 − 9 = 0.

10) На елiпсоїдi обертання, рiвняння якого
x2

1
96+x2

2+x2
3 = 1, знайти точки,

найбiльш i найменш вiддаленi вiд площини з рiвнянням 3x1+4x2+12x3=288.

Заняття 26
НЕВЛАСНI IНТЕГРАЛИ.

ОЗНАЧЕННЯ ТА ЕЛЕМЕНТАРНI ВЛАСТИВОСТI

Контрольнi запитання
1. Означення невласного iнтеграла по необмеженому промiжку.
2. Означення невласного iнтеграла вiд необмеженої функцiї.

А26
О1. Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
1

dx
x3 ; 2)

1∫
−1

dx√
1− x2

.

С1. Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
a

dx
xb , a > 0, b > 0;

2)
+∞∫
−∞

dx
1 + x2 ;

3)
+∞∫
2

dx
x2 + x− 2

;

4)
1∫
0

ln x dx;

5)
1∫
0

dx
(2− x)

√
1− x

.

О2. Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
0

e−x dx; 2)
+∞∫
0

xne−x dx, n∈ N.

C2. Для заданих a > 0, b∈ R обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
0

e−ax cos bx dx; 2)
+∞∫
0

e−ax sin bx dx.
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Д1. Обчислити iнтеграли:

1)
π/2∫
0

ln(sinx) dx;

2)
π/2∫
0

ln(cosx) dx;

3)
+∞∫
−∞

dx
(1 + x2)n , n∈ N;

4)
+∞∫
0

e−x sin3 x dx.

Б26

I1. Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
1

dx
(x + 2)3

;

2)
+∞∫
0

x dx
1 + x4 ;

3)
+∞∫
0

dx
1 + x3 ;

4)
+∞∫
1

(x + 1)3

x5 dx;

5)
+∞∫
0

x3 dx
1 + x8 ;

6)
+∞∫
3

dx
(2x + 3)4

;

7)
+∞∫
1

(x + 2)2

x4 dx;

8)
+∞∫
1

dx
x2 + 6x + 8

;

9)
+∞∫
0

x3e−x4
dx;

10)
+∞∫
2

x + 2
x2√x

dx.

I2. Обчислити iнтеграли:

1)
1∫
0

1 + x√
x

dx;

2)
1∫
0

x√
1− x

dx;

3)
1∫
0

1− x
3
√

x
dx;

4)
1∫
0

dx
3
√

(1− x)2
;

5)
1∫
0

x lnx dx;

6)
2∫
0

dx√
2− x

;

7)
1∫
0

x ln(1− x) dx;

8)
3∫
2

dx
4
√

x− 2
;

9)
1∫
0

√
x + 2
4
√

x3
dx;

10)
2∫
0

dx
5
√

8− 12x + 6x2 − x3
.

I3. Обчислити iнтеграли:

1)
1∫
0

dx√
|1− 2x| ;

2)
1∫
0

3
√

x + 3
√

1− x
3
√

x(1− x)
dx;

3)
1∫
0

√
x +

√
1− x√

x(1− x)
dx;

4)
+∞∫
0

dx√
x(1 + x)

;

5)
+∞∫
−∞

√
|x| dx

1 + |x|3 ;

6)
+∞∫
−∞

dx
(x2 + 1)2

;

7)
+∞∫
0

1√
x

e−
√

x dx;

8)
2∫
0

dx
3
√
|1− x| ;

9)
+∞∫
−∞

|x|e−x2
dx;

10)
1∫
0

dx√
x− x2

.
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Заняття 27
НЕВЛАСНI IНТЕГРАЛИ. ОЗНАКИ ПОРIВНЯННЯ

Контрольне запитання

Ознаки порiвняння для невласних iнтегралiв вiд невiд’ємних функцiй.

А27

О1. Дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
1

x2 + 7x + 1
x4 + 5x + 3

dx;

2)
+∞∫
0

xa arctg x
1 + xb dx,

{a, b} ⊂ R;

3)
+∞∫
1

xae−x dx, a∈ R;

4)
1∫
0

xae−x dx, a∈ R;

5)
1∫
0

dx
e
√

x − 1
.

С1. Дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

dx
(x + 1) 3

√
x2 + x + 1

;

2)
1∫
0

x dx
ln x

;

3)
+∞∫
0

x + lnx
1 + x4 dx;

4)
+∞∫
1

dx
xa lnb x

, {a, b} ⊂ R;

5)
+∞∫
0

sin2 ax
1 + x2 dx, a∈ R;

6)
+∞∫
1

xae−x2
dx, a∈ R.

Д1. 1) Нехай функцiя f : [0, +∞) → R монотонна i
+∞∫
0

f(x) dx збiжний.

Довести, що

f(x) = O
(

1
x

)
, x → +∞.

2) Нехай функцiя f : (0, 1] → R монотонна i при деякому a∈ R
iнтеграл

1∫
0

xaf(x) dx збiгається. Довести спiввiдношення

limx→0+ xa+1f(x) = 0.
3) Нехай виконанi умови п.2 при a = 0. Довести, що

limn→∞ 1
n

∑n
k=1 f

(
k
n

)
=

1∫
0

f(x) dx.
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Д2. Дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
−∞

dx
|x− a1|p1 · |x− a2|p2 · · · · · |x− an|pn

,

{ai|1 ≤ i ≤ n} ⊂ R; ai 6= aj , i 6= j; {pi | 1 ≤ i ≤ n} ⊂ R;

2)
+∞∫
0

dx
(1 + x2)

√
| sinx| .

Д3. 1) Функцiя f : [1, +∞) → [0, +∞) задана таким чином: для n∈ N,
n > 1 : f(n) = n, f(n − n−3) = f(n + n−3) = 0; на промiжках
[n− n−3, n] i [n, n + n−3] функцiя f лiнiйна. При x ∈ [1,+∞)\
\
∞⋃

n=2
[ n− n−3, n + n−3 ] : f(x) = 0. Дослiдити збiжнiсть iнтеграла

+∞∫
1

f(x) dx. Звернути увагу на те, що пiдiнтегральна функцiя не має грани-

цi при x → +∞ i навiть необмежена на довiльнiй пiвосi [a, +∞), a ≥ 1.
2) Дослiдити збiжнiсть iнтеграла

+∞∫
0

x dx
1 + xa sin2 x

, a > 0.

Д4. Для фiксованих сталих {a, b, c} ⊂ R дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

| sinx| dx
exp(x2 sin2 x)

;

2)
+∞∫
1

xa dx
exp(xb| sinx|c) ;

3)
+∞∫
1

| sinxa|
xb dx;

4)
+∞∫
1

| sin(xa + lnb x)|
x dx;

5)
+∞∫
1

dx
xa| sinx|b ;

6)
+∞∫
1

xa| sinx|xb
dx.

Б27

I1. Дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

x3 dx
2x5 + x4 + 1

;

2)
+∞∫
2

dx√
x(x + 1)(x + 2)

;

3)
+∞∫
0

x2004e−x2
dx;

4)
+∞∫
0

√
x

1 + x3 dx;

5)
+∞∫
0

arcctg ax
x
√

x
dx, a 6= 0;

6)
+∞∫
0

ln ln(e + x)
x

5
4

dx;

7)
+∞∫
3

dx
x ln x

√
ln lnx

;

8)
+∞∫
1

e−x lnx dx;
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9)
+∞∫
0

e−|x−10| dx; 10)
+∞∫
0

arctg x dx
x2 + x + ln(1 + x)

.

I2. Нехай числа a∈ R, b ∈ (0, +∞) фiксованi. Дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
1∫
0

dx
lna(1 + x) ;

2)
1∫
0

xa lnb 1
x dx;

3)
π/2∫
0

(sinx)ae−x2
dx;

4)
π/2∫
0

dx√
cosx

;

5)
1∫
0

x dx√
1− x3

;

6)
1∫
0

ln x
1 +

√
x

dx;

7)
π/2∫
0

ln(sinx)
3
√

x
dx;

8)
2∫
0

√
x(2− x)−

1
3 dx;

9)
3∫
2

x dx√
x− 2

;

10)
1∫
0

dx
ex − cosx.

I3. Для фiксованих {a, b} ⊂ R, n∈ N дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

xae−x3
dx;

2)
2∫
0

dx
| ln x|a ;

3)
1∫
0

dx√
x ln 1

x

;

4)
+∞∫
0

arctg x
x
√

x(x + 1)
dx;

5)
+∞∫
0

ln2(1 + x)
xa dx;

6)
+∞∫
0

√
x dx

ex − 1;

7)
+∞∫
0

dx
e

3√x − 1
;

8)
+∞∫
e

dx
ln lnx

;

9)
+∞∫
0

xa|x− 2|b dx;

10)
+∞∫
0

dx
4
√

x3 + x
.

38



Заняття 28
АБСОЛЮТНА ТА УМОВНА ЗБIЖНIСТЬ

НЕВЛАСНИХ IНТЕГРАЛIВ

Контрольнi запитання
1. Означення абсолютно та умовно збiжних невласних iнтегралiв.
2. Ознаки Дiрiхле та Абеля збiжностi невласних iнтегралiв.

А28
О1. Нехай функцiя f : [0, +∞) → [0,+∞) визначається спiввiдношенням

f(x) = (−1)n+1

n , x ∈ [n− 1, n), n∈ N.

Довести, що
+∞∫
0

f(x) dx збiгається умовно. Побудувати графiк функцiї f .

С1. Довести умовну збiжнiсть iнтеграла
+∞∫
1

cosx
x dx.

Побудувати графiк пiдiнтегральної функцiї.
О2. Довести збiжнiсть iнтеграла

+∞∫
1

xa cos(x3) dx, a < 2.

Чи збiгається цей iнтеграл абсолютно?
С2. Довести збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

sinx
x dx; 2)

+∞∫
0

sin(x2) dx; 3)
+∞∫
0

x3 sin(ex) dx.

Побудувати ескiзи графiкiв пiдiнтегральних функцiй.
О3. Довести збiжнiсть iнтеграла

+∞∫
0

sinx
x arctg x dx.

Чи збiгається цей iнтеграл абсолютно?
С3. Довести збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

ex sinx
x(ex + 1) dx; 2)

+∞∫
1

cosx
x

(
x + 1

x

)x
dx.

Д1. Дослiдити збiжнiсть iнтеграла
+∞∫
0

(−1)[x
2] dx.

Д2. Чи випливає зi збiжностi iнтеграла
+∞∫
1

f(x) dx збiжнiсть iнтеграла

+∞∫
1

f3(x) dx? Навести вiдповiднi приклади.

39



Д3. Дослiдити збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

cos(x3 − x) dx;

2)
+∞∫
0

sin(x ln x) dx;

3)
+∞∫
0

sin(xp + ax + b) dx,

p > 1, {a, b} ⊂ R.

Б28

I1. Дослiдити абсолютну та умовну збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
0

√
x cosx

x + 1000 dx;

2)
+∞∫
0

sinx
x
√

x
dx;

3)
+∞∫
0

sin(lnx)
x ln x

dx;

4)
+∞∫
0

x2 cos(ex) dx;

5)
+∞∫
0

x sinx
1 + x dx;

6)
+∞∫
0

sin(x + x−1)
x dx;

7)
+∞∫
0

x2 sinx
1 + x2 dx;

8)
+∞∫
0

cos 2x
1 + x dx;

9)
+∞∫
0

sinx · cos 2x
1 + x2 dx;

10)
+∞∫
0

x sinx
1 + x2 dx.

I2. Довести збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
1

sinx√
x

dx;

2)
+∞∫
1

cosx
ln(1 + x) dx;

3)
+∞∫
0

ln100 x · sinx
1 + x dx;

4)
+∞∫
0

3
√

x cosx
1 + x dx;

5)
+∞∫
0

sin(x3) dx;

6)
+∞∫
0

x cos(x4) dx;

7)
+∞∫
0

(arctg
√

x) · sinx
x dx;

8)
+∞∫
0

√
x cosx

1 +
√

x + x
dx;

9)
+∞∫
0

e
√

x · sin(ex) dx;

10)
+∞∫
0

sinx · lnx
1 + x + ln x

dx.

I3. Довести збiжнiсть iнтегралiв:

1)
+∞∫
1

ln x · sinx
x(lnx + 1) dx;

2)
+∞∫
1

(x2 + 1) cosx
x(x2 − 10x + 26)

dx;

3)
+∞∫
0

arctg x · sin(x2) dx;

4)
+∞∫
0

√
x · sin(x + 1)

(x + 1)(
√

x + 1)
dx;
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5)
+∞∫
1

sinx
x

(
x2 + 1

x2

)x2

dx;

6)
+∞∫
1

sinx
x

(√
x + 1√

x

)√x

dx;

7)
+∞∫
1

cosx
x · tg

(
1
2 arctg x

)
dx;

8)
+∞∫
0

tg
(

arctg x√
2

)
· sin(x2)dx;

9)
+∞∫
0

ex + 1
ex · sin(x2) dx;

10)
+∞∫
2

cosx
x ·

(
x− 1

x

)x
dx.

I4. За допомогою ознаки Дiрiхле для невласних iнтегралiв II роду довести
збiжнiсть iнтегралiв:

1)
π/2∫
0

1
x · sin 1

x dx; 2)
π/2∫
0

1
x3/2 cos 1

x dx.

I5. За допомогою ознаки Абеля для невласних iнтегралiв II роду довести
збiжнiсть iнтегралiв:

1)
π/2∫
0

ex

x · sin 1
x dx; 2)

π/2∫
0

cos 1
x · ln(1 + x) dx.

Заняття 29
ВЛАСНI IНТЕГРАЛИ, ЩО ЗАЛЕЖАТЬ ВIД ПАРАМЕТРА

Контрольнi запитання
1. Теорема про неперервнiсть власного iнтеграла за параметром.
2. Теорема про диференцiйовнiсть iнтеграла за параметром.
3. Теорема про перехiд до границi пiд знаком власного iнтеграла.

А29
О1. Обчислити границi:

1) lim
α→0

2∫
0

x2 cosαx dx; 2) lim
α→0

1+α∫
α

dx
1 + x2 + α2 .

3) Нехай f ∈ C([0, 1]); f(x) > 0, x ∈ [0, 1]. Дослiдити непе-
рервнiсть функцiї

I(α) =
1∫
0

αf(x)
x2 + α2 dx, α∈ R.

С1. 1) Обчислити границю

lim
α→0

1∫
−1

√
x2 + α2 dx.

Дослiдити неперервнiсть функцiй:

2) I(α) =
1∫
0

(x + 1)αx dx, α∈ R;
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3) I(α) =
2∫
1

dx
ln(1 + α4x + x2)

, α∈ R.

4)∗ Обчислити границю

lim
α→+∞

π/2∫
0

e−α sin x dx.

О2. Знайти похiдну функцiї I :

1) I(α) =
1∫
0

sin(αx2)
1 + αx dx, α > 0;

2) I(α) =
cos α∫
sin α

exp(α
√

1− x2) dx, α∈ R.

С2. 1) Чи iснує правостороння похiдна функцiї

I(α) =
1∫
0

ln
√

x2 + α2 dx

у точцi α = 0? Чи можна її обчислити, диференцiюючи за параметром
пiд знаком iнтеграла?

Знайти похiдну функцiї I :

2) I(α) =
α2∫
α

exp(−αx2) dx, α∈ R;

3) I(α) =
α∫
0

ln(1 + αx)
x + 1 dx, α > 0;

4) I(α) =
b+α∫
a+α

sinαx
x dx, α ≥ 0, {a, b} ⊂ (0, +∞).

Д1. 1) Чи можна здiйснити граничний перехiд пiд знаком iнтеграла у виразi

lim
α→0

1∫
0

x
α2 exp

(
−x2

α2

)
dx?

2) Обчислити границю

lim
n→∞

1∫
0

dx
1 +

(
1 + x

n
)n .

Д2. 1) Нехай f ∈ C((0, +∞)). Довести, що при довiльних додатних a, b
справджується рiвнiсть:

lim
α→0

1
α

b∫
a

(f(x + α)− f(x)) dx = f(b)− f(a).

2) Нехай {ϕn | n ≥ 1} ⊂ R
[−1, 1]

)
i виконанi умови:

а) ϕn(x) ≥ 0, x ∈ [−1, 1], n∈ N;
б) при кожному ε ∈ (0, 1) послiдовнiсть функцiй {ϕn : n ≥ 1}

збiгається до нуля рiвномiрно на множинi {x | ε ≤ |x| ≤ 1} ;
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в)
1∫
−1

ϕn(x) dx → 1, n →∞.

Для довiльної функцiї f ∈ C([−1, 1]) довести спiввiдношення:

lim
n→∞

1∫
−1

f(x)ϕn(x) dx = f(0).

Д3. Нехай f ∈ C(R). Знайти другу похiдну функцiй:

1) I(α) =
b∫
a

f(x) |x− α| dx, {a, b} ⊂ R, a < b;

2) I(α) = 1
h2

h∫
0

(
h∫
0

f(x1 + x2 + α) dx1

)
dx2, h > 0.

Б29

I1. Дослiдити неперервнiсть функцiй:

1) I(α) =
1∫
0

dx
ex − x + α, α > 0;

2) I(α) =
π/2∫
0

dx
αx− sinx + 1 , α > 0;

3) I(α) =
π/4∫
0

cos(α2 − x2) dx, α∈ R;

4) I(α) =
1/2∫
0

arccos(αx2) dx, |α| ≤ 4;

5) I(α) =
π2/16∫

0

tg(α +
√

x) dx, 0 < α < π
4 ;

6) I(α) =
2∫
1

(αx)
x
α dx, α > 0;

7) I(α) =
2π∫
π

xsin αx dx, α∈ R;

8) I(α) =
1∫
0

sh(αx + α2x2) dx, α∈ R;

9) I(α) =
3∫
2

ch
(

x3

1 + α4

)
dx, α∈ R;

10) I(α) =
π/3∫
π/6

√
arcsin(α · sinx) dx, 0 ≤ α ≤ 1.
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I2. Дослiдити неперервнiсть функцiй:

1) I(α) =
α∫

α/2

√
arcsin(α2 · sinx) dx, 0 ≤ α ≤ 1;

2) I(α) =
α3∫
α2

ch x2

1 + α4 dx, α∈ R;

3) I(α) =
cos α∫
sin α

sh(αx + α3x3) dx, α∈ R;

4) I(α) =
α∫
√

α

xcos αx dx, α > 0;

5) I(α) =
3+α∫
3−α

(x
α

)αx
dx, 0 < α < 3;

6) I(α) =
α2∫
0

tg(α + 4
√

x) dx, 0 < α < 9
16;

7) I(α) =
1/2∫
α

arccos(αx2) dx, |α| < 1
2;

8) I(α) =
ln(1+α2)∫

0

cos(α4 − x2) dx, α∈ R;

9) I(α) =
2α∫

α/2

dx
x
√

α− sinx + 1
, α > 0;

10) I(α) =
α2∫
√

α

dx
ex + x + α dx, α > 0.

I3. Знайти похiдну функцiї I :

1) I(α) =
2α∫
0

dx
2x + x + α, α > 0;

2) I(α) =
α∫

α/3

dx
x
√

α + cosx + 1
, α > 0;

3) I(α) =
tg α∫
0

cos(α2 + x2) dx, |α| < 1
2;

4) I(α) =
1/2∫
α

arcsin(αx2) dx, |α| < 1
2;

5) I(α) =
α2∫
0

ctg(α + 4
√

x) dx, 0 < α < 9
16;
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6) I(α) =
α∫
√

α

xsin αx dx, α > 0;

7) I(α) =
1+α∫
1−α

(x + α)αx dx, 0 < α < 1;

8) I(α) =
cos α∫
0

sh(α2x2) dx, α∈ R;

9) I(α) =
α3∫
α2

chx2

1 + α2x2 dx, α∈ R;

10) I(α) =
α∫

α/2

√
arccos(α · sinx) dx, 0 < α < 1.

I4. Нехай f ∈ C([0, 1]), g ∈ C(1)(R), h ∈ C(2)(R). Довести, що функцiї
на множинi визначення задовольняють вiдповiднi рiвняння:

1) u(x, t) = 1
2 (h(x− at) + h(x + at)) + 1

2a

x+at∫
x−at

g(v) dv, a 6= 0,

рiвняння коливання струни
∂2u
∂t2

= a2 · ∂2u
∂x2

i початковi умови:
u(x, 0) = h(x), u′2(x, 0) = g(x), x∈ R;

2) Jn(α) = 1
π

π∫
0

cos(nϕ− α sinϕ) dϕ, n∈ Z, α∈ R рiвняння

α2J ′′n(α) + αJ ′n(α) + (α2 − n2)Jn(α) = 0;

3) u(α) =
1∫
0

K(α, x)f(x) dx, 0 ≤ α ≤ 1, де

K(α, x) =
{

α(1− x), α ≤ x,

x(1− α), α > x,
рiвняння

u′′(α) = −f(α).
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Заняття 30
ВЛАСНI IНТЕГРАЛИ, ЩО ЗАЛЕЖАТЬ ВIД ПАРАМЕТРА

(продовження)

Контрольне запитання

Теореми про iнтегрування та диференцiювання власного iнтеграла за параметром.

А30

О1. 1) Користуючись формулою
arctg x

x =
1∫
0

dα
1 + α2x2 , x 6= 0,

обчислити iнтеграл
1∫
0

arctg x
x · dx√

1− x2
.

2) Застосовуючи iнтегрування пiд знаком iнтеграла, обчислити iнтеграл
1∫
0

xa − xb

ln x
dx, {a, b} ⊂ (0, +∞).

С1. 1) Застосовуючи диференцiювання за параметром, обчислити iнтеграл
π/2∫
0

ln(a2 sin2 x + b2 cos2 x) dx, ab 6= 0.

2) Застосовуючи iнтегрування пiд знаком iнтеграла, обчислити iнтеграл
1∫
0

sin
(
ln 1

x

)
xa − xb

lnx
dx, {a, b} ⊂ (0, +∞).

Вказiвка. Функцiя пiд знаком iнтеграла в точках 0 i 1 довизначається вiд-
повiдними границями.
С2. Змiнюючи порядок iнтегрування, обчислити iнтеграл

π/2∫
0

I(α) dα, де I(α) =
3∫
2

2x dx
x2 − sin2 α

, α ∈
[
0, π

2

]
.

Звернути увагу на те, що безпосереднє обчислення I(α) приводить до
складного iнтеграла.
С3. Нехай f ∈ C(R). Знайти похiдну порядку n функцiї

I(α) =
α∫
0

f(x)(α− x)n−1 dx, n∈ N.

Б30

O1. Використовуючи iнтегрування пiд знаком iнтеграла, обчислити iнтеграл
1∫
0

cos
(
ln 1

x

)
xa − xb

ln x
dx, {a, b} ⊂ (0, +∞).
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О2. Застосовуючи диференцiювання за параметром, обчислити iнтеграли:

1)
π/2∫
0

arctg(α · tg x)
tg x dx, α∈ R;

2)
π∫
0

ln(1− 2α cosx + α2) dx, |α| < 1;

3)
π/2∫
0

ln 1 + α cosx
1− α cosx · dx

cosx, |α| < 1.
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