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4 Çìiñò
ÏåðåäìîâàÌåòîäè÷íà ðîçðîáêà ïðèçíà÷åíà äëÿ ñòóäåíòiâ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî�àêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà,à òàêîæ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé iíøèìè íàâ÷àëüíèìè çàêëàäàìè, ó ÿêèõâèâ÷à¹òüñÿ ñïåöêóðñ ¾Êiëüöÿ òà ìîäóëi¿. Âií ìiñòèòü òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàëòà ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷.Ìàòåðiàë ìåòîäè÷íî¨ ðîçðîáêè ðîçáèòî íà äâà ðîçäiëè: ¾×àñòêîâî âïîðÿä-êîâàíi ìíîæèíè¿, ¾×åðåïè÷íi ïîðÿäêè¿. Â ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ

Q-åêâiâàëåíòíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿä-êîâàíi ìíîæèíè, (0, 1) ïîðÿäîê òà ñêií÷åííi ëàíöþãè Ìàðêîâà, ìàòðèöi ñóìi-æíîñòi äîïóñòèìèõ ñàãàéäàêiâ áåç ïåòåëü òà iíäåêñè ñêií÷åííèõ ÷àñòêîâî âïî-ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç 5-òè åëåìåíòiâ. Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ íå-òåðîâi ñïðàâà íàïiâïåðâèííi SPSD-êiëüöÿ, ñàãàéäàêè ÷åðåïè÷íèõ ïîðÿäêiâ,ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíòè i ãëîáàëüíà ðîçìiðíiñòü êiëåöü, ÷åðåïè÷íi ïîðÿäêè â
M5(D) ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Êîæåí ïàðàãðà� ìiñòèòü òåîðåòè-÷íi âiäîìîñòi òà ïðèêëàäè.



�îçäië 1×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíiìíîæèíè
1.1. Q-åêâiâàëåíòíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíiìíîæèíèÄîâiëüíié ñêií÷åííié ÷.â.ì. P = {1, . . . , n}, ÿê i ðàíiøå, ñòàâèìî ó âiäïî-âiäíiñòü çâåäåíó (0,1)-ìàòðèöþ EP = (αij) íàñòóïíèì ÷èíîì: αij = 0 ⇔ i � j,iíàêøå αij = 1. Òîäi A(P) = {O, EP} ¹ çâåäåíèì (0,1)-ïîðÿäêîì.Ïî÷àòêîâà ÷.â.ì. P i [Q]�ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ EP ìà-þòü áàãàòî ñïiëüíîãî ìiæ ñîáîþ. Íàãàäà¹ìî, ùî äiàãðàìà P � öå ñàãàéäàê

Q(P), ÿêèé ìiñòèòü ñòðiëêó i → j òîäi i ëèøå òîäi, êîëè i ≺ j i íå iñíó¹ òàêî-ãî íàòóðàëüíîãî k ∈ P, ùî i ≺ k ≺ j. Íåõàé Q̃(P) ( �ðîçøèðåíà äiàãðàìà� P)îòðèìàíà ç Q(P) äîäàâàííÿì ñòðiëêè i → j äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ ïàðè (i, j), ùî iìàêñèìàëüíèé â P, à j � ìiíiìàëüíèé.Íàïðèêëàä, ÿêùî P íàñòóïíà äâîçâ'ÿçíà ÷.â.ì.
4 • • 5
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6 1. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíèòîäi Q̃(P) ìà¹ âèãëÿä
4 • • 5

• 3 •

1

2 •Òàêi ðîçøèðåíi äiàãðàìè âèêîðèñòîâóâàëèñÿ i ðàíiøå, äèâ. òåîðåìó 2.2.5.Âñòàíîâèìî íàñòóïíèé çâ'ÿçîê ìiæ Q̃(P) òà "[Q]-ìàòðèöåþ"ìàòðèöi ïî-êàçíèêiâ EP . Íåõàé (pij) � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi Q̃(P) i (qij) = [Q(EP)], òîäi
pij = qij , i, j = 1, . . . , n.Öå äîâîäèòüñÿ ïðîñòîþ ïåðåâiðêîþ ðiçíèõ âèïàäêiâ, ÿê ïîêàçàíî íèæ÷å.Iñíó¹ 4 ìîæëèâi âèïàäêè: i = j, i ≺ j, i ≺ j, i òà j íåïîðiâíÿëüíi. Íåõàé EP =
= (αij), äå

αij =

{

0, ÿêùî i � j

1, iíàêøåÒîäi
qij = min

k
(βik + βkj) − βij ,äå

βij =

{

1, ÿêùî i = j

αij , ÿêùî i 6= jÂiäìiòèìî, ùî äëÿ âñiõ i, j çàâæäè βii +βij −βij = βii = 1 i βik +βkj > βij ,òîìó 0 6 qij 6 1. Òàêîæ, çàâæäè βij + βjj − βij = βjj = 1. Îòæå, äëÿ îá÷èñëå-ííÿ qij ëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿäàòè ëèøå k 6∈ {i, j}.Âèïàäîê 1: i = j. Òóò äâà ïiäâèïàäêè.Âèïàäîê 1.1: i = j òà i íåïîðiâíÿëüíå ç áóäü-ÿêèì iíøèì åëåìåíòîì ç P,òîáòî {i} îäíîåëåìåíòíà êîìïîíåíòà P. Òîäi i îäíî÷àñíî ìàêñèìàëüíèé òàìiíiìàëüíèé òà iñíó¹ ïåòëÿ â i ó Q̃(P). Òîìó pii = 1. Ç iíøîãî áîêó, βii + βii −
−βii = βii = 1 i äëÿ âñiõ k 6= i (ÿêùî òàêi iñíóþòü) βik+βki−βii = 1+1−1 = 1,áî k òà i íåïîðiâíÿëüíi. Îòæå, qii = 1.Âèïàäîê 1.2: i = j òà i ïîðiâíÿëüíèé ç äåÿêèì k 6= i. Òîäi 1 = αik + αki =
= βik + βki. Òàê βik + βki − βii = 0 i qii = 0. Ç iíøîãî áîêó, pii = 0, áî i íåìàêñèìàëüíèé òà íå âèêîíó¹òüñÿ i ≺ i.Âèïàäîê 2: i ≺ j. Òóò çíîâó äâà ïiäâèïàäêè.Âèïàäîê 2.1: i ≺ j i íå iñíó¹ òàêîãî k, ùî i ≺ k ≺ j, òîáòî j íàêðèâà¹ i.Òîäi pij = 1. Ç iíøîãî áîêó, αij = 0. Âiäìiòèìî, ùî çàâæäè βii + βij − βij =
= 1, βij + βjj − βij = 1, òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ qij ëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿäàòè ëèøå
k 6∈ {i, j}. Ùîäî ðîçòàøóâàííÿ k âiäíîñíî i òà j ìîæëèâi 4 ïiäâèïàäêè.



1.1. Q-åêâiâàëåíòíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè 7
i ≺ k i k ≺ j. Öå íåìîæëèâî â óìîâàõ âèïàäêó 2.1.
i ≺ k, àëå íå âèêîíó¹òüñÿ k ≺ j. Òîäi βik + βkj − βij = αik + βkj −αij = 0+

+ 1 − 0 = 1.íå âèêîíó¹òüñÿ i ≺ k, àëå k ≺ j. Òîäi βik +βkj −βij = αik +αkj −αij = 1+
+ 0 − 0 = 1.íå âèêîíó¹òüñÿ æîäíå ç i ≺ k òà k ≺ j. Òîäi βik + βkj − βij = αik + αkj −
− αij = 1 + 1 − 0 = 2. Îòæå, qij = 1.Âèïàäîê 2.2: iñíó¹ òàêå k, ùî i ≺ k ≺ j. Òîäi pij = 0 i äëÿ öüîãî êîíêðå-òíîãî k βik + βkj − βij = αik + αkj − αij = 0 + 0 − 0 = 0, òîìó qij = 0.Âèïàäîê 3: j ≺ i. Â öüîìó âèïàäêó çàâæäè αij = 1. Ìîæëèâi òðè ïiäâè-ïàäêè.Âèïàäîê 3.1: i ìàêñèìàëüíèé, à j ìiíiìàëüíèé. Òîäi pij = 1. Ç iíøîãî áîêó,äëÿ k 6= i, j íå ìîæå âèêîíóâàòèñü i ≺ k àáî k ≺ j (áî i ìàêñèìàëüíèé, à jìiíiìàëüíèé). Òîæ äëÿ âñiõ k 6= i, j αik = 1, αkj = 1. Òàêîæ íå âèêîíó¹òüñÿ
i ≺ j, çâiäêè αij = 1. Òàêèì ÷èíîì, βik + βkj − βij = αik + αkj − αij = 1 + 1−
− 1 = 1, çâiäêè qij = 1.Âèïàäîê 3.2: i íå ìàêñèìàëüíèé. Òîäi pij = 0. Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ òàêå k,ùî i ≺ k. I òîìó, äëÿ öüîãî êîíêðåòíîãî k, αik = 0, αkj = 1, à îòæå βik +βkj −
− βij = αik + αkj − αij = 0 + 1 − 1 = 0, çâiäêè qij = 0.Âèïàäîê 3.3: j íå ìiíiìàëüíèé. Òîäi pij = 0. Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ òàêå k,ùî k ≺ j. I òîìó äëÿ öüîãî êîíêðåòíîãî k, k ≺ j ≺ i, ìà¹ìî αik = 1, αkj = 0,
αij = 1, îòæå βik + βkj − βij = αik + αkj − αij = 1 + 0 − 1 = 0, îòæå qij = 0.Âèïàäîê 4: i òà j íåïîðiâíÿëüíi. Òîäi αij = 1. Òóò çíîâó ìîæëèâi òðèïiäâèïàäêè.Âèïàäîê 4.1: i ìàêñèìàëüíèé, à j ìiíiìàëüíèé. Òîäi pij = 1. Íåõàé k 6∈
6∈ {i, j}. ßê çàâæäè äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå òàêi k. Îñêiëüêè i ìàêñèìàëü-íèé, òî íå ìîæå áóòè, ùî i ≺ k, à îòæå αik = 1. Òàêîæ ç òîãî, ùî j ìiíiìàëü-íèé, âèïëèâà¹, ùî íåìîæëèâèé âèïàäîê k ≺ j, çâiäêè αkj = 1. Òàêèì ÷èíîì,
βik + βkj − βij = 1 + 1 − 1 = 1 äëÿ âñiõ k, çâiäêè qij = 1.Âèïàäîê 4.2: i íå ìàêñèìàëüíèé. Òîäi pij = 0. Îñêiëüêè i íå ìàêñèìàëüíèé,òî iñíó¹ òàêå k, ùî i ≺ k, i òîìó äëÿ öüîãî êîíêðåòíîãî k αik = 0. Òàêîæ
αkj = 1, áî iíàêøå ìè á îòðèìàëè i ≺ k � j, çâiäêè á âèïëèâàëî, ùî i òà jïîðiâíÿëüíi. Îòæå, αik + αkj − αij = 0 + 1− 1 = 0 äëÿ öüîãî êîíêðåòíîãî k, àîòæå qij = 0.Âèïàäîê 4.3: j íå ìiíiìàëüíèé. Òîäi iñíó¹ òàêå k, ùî k ≺ j, i òîìó αkj =
= 0. Àëå íå ìîæå âèêîíóâàòèñü i � k, áî òîäi i � k � j ðîáèëî á i òà jïîðiâíÿëüíèìè. Òàêèì ÷èíîì, αik = 1 i αik + αkj − αij = 1 + 0 − 1 = 0 äëÿöüîãî êîíêðåòíîãî k, à îòæå qij = 0.Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi Q̃(P) ñïiâïàäà¹ ç
[Q(EP)].Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Äâi ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè S i T íà-çèâàþòüñÿ Q-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî çâåäåíi (0,1)-ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ ES òà



8 1. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè
ET åêâiâàëåíòíi (òîáòî ET ìîæå áóòè îòðèìàíà ç ES çàñòîñóâàííÿì ïåðåòâî-ðåíü òèïó (1) òà (2) ç îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü).Ïðèêëàä 1.1.2. Íàñòóïíi ÷.â.ì. Q-åêâiâàëåíòíi:

4 2 3

• • •

S = 2 • • 3 òà T = • 1

• •

1 4Î÷åâèäíî,
ES =







0 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0







òà ET =







0 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
0 0 0 0







1 2 3

• • •

Q̃(S) = 2 • • 3 Q̃(T ) = 1 •

• •

4 4

[Q̃(S)] =







0 0 0 1
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 1 0







= [Q(ES)]

[Q̃(T )] =







0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
1 0 0 0







= [Q(ET )]



1.1. Q-åêâiâàëåíòíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè 9Âiäìiòèìî, ùî äâi ìàòðèöi ñóìiæíîñòi ïåðåõîäÿòü îäíà â îäíó îäíî÷àñíîþïåðåñòàíîâêîþ ïåðøîãî òà ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ òà ñòîâï÷èêiâ, çâiäêè ñàãàéäàêè
Q̃(S) òà Q̃(T ) ¹ içîìîð�íèìè.Ìàòðèöþ ET ìîæíà îòðèìàòè ç ES , ÿêùî âiä îñòàííüîãî ¨¨ ðÿäêà âiäíÿòè1, à äî îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà äîäàòè.Ñêií÷åííó ÷.â.ì. çi çâ'ÿçíîþ äiàãðàìîþ áóäåìî íàçèâàòè çâ'ÿçíîþ.Òâåðäæåííÿ 1.1.3. Íåõàé äâi ÷.â.ì. S i T , òàêi ùî ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ
ES òà ET åêâiâàëåíòíi. Òîäi Q(ES) òà Q(ET ) içîìîð�íi.Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 6.1.17 òà 6.1.18, äîâåäåíèõ â [18℄.Òåîðåìà 1.1.4. Äâi ñêií÷åííi çâ'ÿçíi ÷.â.ì. P1 i P2 ¹ Q-åêâiâàëåíòíèìèòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öi ÷.â.ì. àáî içîìîð�íi, àáî iñíóþòü ïiäìíîæèíèöèõ ÷.â.ì. P1 = P

′
1 ∪P

′′
1 i P2 = P

′
2 ∪P

′′
2 òàêi, ùî êîæåí åëåìåíò ç P

′′
1 íåáiëüøèé çà áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç P

′
1, òà êîæåí åëåìåíò ç P

′ íå áiëüøèé çàáóäü-ÿêèé åëåìåíò ç P
′′
2, i âèêîíó¹òüñÿ P

′
1 ≃ P

′
2, P

′′
1 ≃ P

′′
2.Ïðèêëàä 1.1.5. Íàñòóïíi äâi ÷.â.ì. çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè 1.1.4

(a)

• •

• • •

• •

• •

(b)

• •

• •

• •

• • •Îáèäâi ÷.â.ì. ìiñòÿòü ðîçáèòòÿ ÷.â.ì.
• •

• • •òà
• •

• •



10 1. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíèi áiëüøå òîãî, â öèõ ÷.â.ì. êîæåí åëåìåíò ç îäíi¹¨ ïiäìíîæèíè íå áiëüøèé çàáóäü-ÿêèé åëåìåíò ç iíøî¨.Äîâåäåííÿ. Íåõàé P1 i P2 ñêií÷åííi ïðîíóìåðîâàíi çâ'ÿçíi Q-åêâiâàëåíòíi÷.â.ì. Òîäi Q̃(P1) ≃ Q̃(P2). Òóò Q̃(Pi) ñàãàéäàê ç ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi
[Q(EPi

)]. Ïåðåíóìåðó¹ìî åëåìåíòè ìíîæèíè P2 (ïåðåíóìåðàöiÿ âåðøèí ñà-ãàéäàêà íå âïëèâà¹ íà éîãî âèãëÿä) òàêèì ÷èíîì, ùî Q̃(P1) = Q̃(P2) (âêëþ÷à-þ÷è íóìåðàöiþ). Íåõàé P1 = {α1, α2, . . . , αn}, P2 = {γ1, γ2, . . . , γn} i [Q̃(P1)] =
= [Q̃(P2)] = (γij) (äå [Q̃(Pi)] � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi Q̃(Pi)).ßêùî qij = 0, òî åëåìåíò αj íå íàêðèâà¹ åëåìåíò αi i àáî αi íå ìàêñèìàëü-íèé, àáî αj íå ìiíiìàëüíèé (àáî îäíî÷àñíî i òå, i òå); åëåìåíò γj íå íàêðèâà¹åëåìåíò γi i àáî γi íå ìàêñèìàëüíèé, àáî γj íå ìiíiìàëüíèé (àáî îäíî÷àñíî iòå, i òå).ßêùî qij = 1, òîäi àáî åëåìåíò αj íàêðèâà¹ αi, àáî αi ìàêñèìàëüíèé,à αj ìiíiìàëüíèé; i àáî åëåìåíò γj íàêðèâà¹ γi, àáî γi ìàêñèìàëüíèé, à γjìiíiìàëüíèé.Ïðèïóñòèìî, ùî Q(P1) 6= Q(P2). Òîäi (îñêiëüêè Q̃(P1) = Q̃(P2)) iñíóþòüòàêi i òà j, ùî αj íàêðèâà¹ αi, àëå γi ìàêñèìàëüíèé, à γj ìiíiìàëüíèé (÷èíàâïàêè).Íåõàé αj = αj1 íàêðèâà¹ åëåìåíòè αi = αi1 , . . . , αis . Òîäi γj = γj1 ìi-íiìàëüíèé, i γi1 , . . . , γis ìàêñèìàëüíi åëåìåíòè, áiëüø òîãî, íå iñíó¹ iíøèõìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ â ÷.â.ì. P2. Íàñïðàâäi, ÿêáè iñíóâàâ ìàêñèìàëüíèéåëåìåíò γi0 6∈ {γi1 , . . . , γis} â P2, òî iñíóâàëà áè ñòðiëêà ç γi0 â γj â Q̃(P2) iòàêîæ ñòðiëêà ç αi0 äî αj â Q̃(P1). Àëå öå á îçíà÷àëî, ùî αj íàêðèâà¹ αi0 .Òîìó αi0 ∈ {αi1 , . . . , αis}, à öå ñóïåðå÷íiñòü.ßêùî P2 min = {γj1 , . . . , γjr}, òî âñi αj1 , . . . , αjr íàêðèâàþòü êîæåí åëåìåíòç {αi1 , . . . , αis}.Íåõàé P1 max = {αp1 , . . . , αpm}, P1 min = {αl1 , . . . , αlt}, P2 max =
= {γi1 , . . . , γis}. Òîäi, ÿêùî αp = αpv ∈ P1 max i αl = αlu ∈ P1 min, òîäi γluíàêðèâà¹ γpv .Ïîçíà÷èìî P

′
1 = {αq ∈ P1 : αq > αi1}, P

′′
1 = P1 \ P

′
1; P

′′
2 = {γq ∈

∈ P2 : γq > αp1}, P
′
2 = P2 \ P

′′
2.Òîäi Q(P′

1) = Q(P′
2) i Q(P′′

1) = Q(P′′
2). Äiéñíî, îñêiëüêè æîäíà ç ìíî-æèí P

′
1, P

′
2, P

′′
1, P

′′
2 íå ìiñòèòü îäíî÷àñíî åëåìåíòè ç P1 max i P1 min; P2 maxi P2 min, ç ðiâíîñòi qij = 1 äëÿ, íàïðèêëàä, αi, αj ∈ P

′
1, âèïëèâà¹, ùî αj íà-êðèâà¹ αi òà γj íàêðèâà¹ γi, äå γi, γj ∈ P

′′
2.Íàâïàêè, íåõàé çâ'ÿçíi ÷.â.ì. P1 òà P2 àáî içîìîð�íi, àáî iñíó¹ ðîçáèòòÿöèõ ìíîæèí P1 = P

′
1 ∪ P

′′
1 i P2 = P

′
2 ∪ P

′′
2 òàêi, ùî êîæåí åëåìåíò ç P

′′
1íå áiëüøèé çà áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç P

′
1, òà êîæåí åëåìåíò ç P

′ íå áiëüøèé çàáóäü-ÿêèé åëåìåíò ç P
′′
2, i âèêîíó¹òüñÿ P

′
1 ≃ P

′
2, P

′′
1 ≃ P

′′
2. ßêùî P1 ≃ P2,òî, î÷åâèäíî, E(P1) ≃ E(P2) (ïåðåíóìåðàöiÿ åëåìåíòiâ ÷.â.ì. P2 âiäïîâiäà¹åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì äðóãîãî òèïó ìàòðèöi E(P2)). ßêùî P1 6≃ P2 òà



1.1. Q-åêâiâàëåíòíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè 11iñíó¹ âêàçàíå ðîçáèòòÿ, òî
E(P1) =

(
E(P′

1) U
0 E(P′′

1)

)

, E(P2) =

(
E(P′′

2) U
0 E(P′

2)

)

,äå U ìàòðèöÿ, â ÿêî¨ âñi åëåìåíòè ðiâíi 1, E(P′
1) = E(P′

2), E(P′′
1) = E(P′′

2)(òîìó P
′
1 ≃ P

′
2, P

′′
1 ≃ P

′′
2).Ìàòðèöi E(P1) òà E(P2) åêâiâàëåíòíi. Äiéñíî, ñïî÷àòêó çàñòîñîâóþ÷è ïå-ðåòâîðåííÿ äðóãîãî òèïó äî ìàòðèöi E(P2), îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ

E(P2) =

(

E(P
′
2) 0

U E(P
′′
2)

)

,äå E(P
′′
2) = E(P′′

2) = E(P′′
1), E(P

′
2) = E(P′

2) = E(P′
1). Ïîòiì, çàñòîñîâóþ-÷è ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó äî ìàòðèöi E(P2), îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ E(P1).Òàêèì ÷èíîì, ÷.â.ì. P1 òà P2 Q-åêâiâàëåíòíi. Òåîðåìó äîâåäåíî.Â äîâåäåííi òåîðåìè ìè òàêîæ äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.Òâåðäæåííÿ 1.1.6. Äëÿ ñêií÷åííèõ çâ'ÿçíèõ ÷.â.ì. S i T , ÿêùî Q(ES)i Q(ET ) içîìîð�íi, òî ES i ET åêâiâàëåíòíi.Òåîðåìà 1.1.7. Äâi ñêií÷åííi íåçâ'ÿçíi ÷.â.ì. P òà S Q-åêâiâàëåíòíiòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äiàãðàìè Q(P) òà Q(S) içîìîð�íi.Äîâåäåííÿ. Íåõàé P òà S äâi íåçâ'ÿçíi Q-åêâiâàëåíòíi ÷.â.ì., P = P1 ∪ P2,

S = S1 ∪ S2, Q(P) = Q(P1) ∪ Q(P2), Q(S) = Q(S1) ∪ Q(S2) i, êðiì òîãî, ìiæ
Q(P1) òà Q(P2) i ìiæ Q(S1) òà Q(S2) íåìà ñòðiëîê. Îñêiëüêè ìíîæèíè P òà S
Q-åêâiâàëåíòíi, òî çà òâåðäæåííÿì 1.1.3 ñàãàéäàêè Q̃(P) òà Q̃(S) içîìîð�íi.Íåõàé ϕ : Q̃(P) → Q̃(S) içîìîð�içì ñàãàéäàêiâ. Íåõàé P1 max = {αi1 , . . . , αim},
P1 min = {αj1 , . . . , αjs}, P2 max = {αk1 , . . . , αkt}, P2 min = {αl1 , . . . , αlr}. Ç êî-æíî¨ âåðøèíè αiv ìíîæèíè P1 max, òàê ÿê i ç êîæíî¨ âåðøèíè αku ìíîæè-íè P2 max, â ñàãàéäàêó Q̃(P) ñòðiëêè iäóòü äî êîæíî¨ âåðøèíè αjp ìíîæèíè
P1 min i αlq ìíîæèíè P2 min. Òîäi ç êîæíî¨ âåðøèíè ϕ(αiv ) ìíîæèíè ϕ(P1 max),òàê ÿê i ç êîæíî¨ âåðøèíè ϕ(αku) ìíîæèíè ϕ(P2 max) (âiäïîâiäíî), â ñàãàéäà-êó Q̃(S) ñòðiëêè iäóòü äî êîæíî¨ âåðøèíè ϕ(αjp) ìíîæèíè ϕ(P1 min) i ϕ(αlq )ìíîæèíè ϕ(P2 min).Ïðèïóñòèìî, ùî ϕ(αiv ) íå íàëåæèòü ìíîæèíi
Smax. Òîäi ϕ(αj1), . . . , ϕ(αjs ), ϕ(αl1), . . . , ϕ(αlr ) 6∈ Smin i
ϕ(αi1), . . . , ϕ(αim ), ϕ(αk1), . . . , ϕ(αkt) 6∈ Smax. Â Q̃(S) ¹ ñòðiëêè ç êî-æíî¨ ç âåðøèí ϕ(αi1), . . . , ϕ(αim ); ϕ(αk1), . . . , ϕ(αkt) ó êîæíó ç âåðøèí
ϕ(αj1), . . . , ϕ(αjs ); ϕ(αl1), . . . , ϕ(αlr ). Îñêiëüêè æîäíà ç âåðøèí ϕ(αiv ), v =
= 1, . . . , m; ϕ(αkw ), w = 1, . . . , t íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ, òî öi ñòðiëêè ìàþòü áóòèâ Q(S). Îòæå ϕ(αiv ), ϕ(αkw ), ϕ(αjx), ϕ(αly ) óòâîðþþòü çâ'ÿçíèé ïiäñàãàéäàê
T ñàãàéäàêà Q(S).



12 1. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíèÒåïåð ïðèïóñòèìî, ùî â S íåìà ìiíiìàëüíîãî åëåìåíòà ç
ϕ(αi1), . . . , ϕ(αim ). Áóäü-ÿêèé øëÿõ ç P1min ó P1max îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòüïiäøëÿõ P1min ó P1max, ÿêèé ïîâíiñòþ íàëåæèòü äiàãðàìi Q(P1). Àíàëîãi÷íîáóäü-ÿêèé øëÿõ ç ϕ(P1min) ó ϕ(P1max), ÿêùî âií ïðîõîäèòü ÷åðåç åëåìåíòè ç
S2, ìiñòèòü ëàíöþãè L1 ç ϕ(P1min) äî S1max òà L2 ç S1min äî ϕ(P1max). Òîìóòàêèé øëÿõ çíà÷íî äîâøèé çà øëÿõ, óòâîðåíèé ëàíöþãîì L1, ñòðiëêîþ ç
S1max ó S1min i ëàíöþãîì L2. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî öèêë ç Q̃(P1) ïîâíiñòþíàëåæèòü Q̃(S1).Öiëêîì àíàëîãi÷íî öèêë ç Q̃(P2) òàêîæ íàëåæèòü Q̃(S1). À öå îçíà÷à¹, ùî÷.â.ì. S ¹ çâ'ÿçíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Îòæå, â S ¹ ìiíiìàëüíèéåëåìåíò ñåðåä åëåìåíòiâ

S(1) = {ϕ(αi1 ), . . . , ϕ(αim )}; S(2) = {ϕ(αk1 ), . . . , ϕ(αkt}.Ó òîé æå ÷àñ â S ¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ñåðåä åëåìåíòiâ
S(3) = {ϕ(αj1), . . . , ϕ(αjs )}; S(4) = {ϕ(αl1), . . . , ϕ(αlr}.�îçãëÿíåìî ÷îòèðè ìîæëèâi âèïàäêè.Âèïàäîê 1: Â S ¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè S(1), íåõàé ϕ(αib

), iìàêñèìàëüíèé ç S(4), íåõàé ϕ(αlc ). Òîäi â Q̃(S) ¹ ñòðiëêà ç ϕ(αlc ) â ϕ(αib
),à òîìó i ñòðiëêà αlc → αib

â Q̃(P), ùî íåìîæëèâî, áî αlc ìiíiìàëüíèé, à αibìàêñèìàëüíèé i αlc 6= αib
(áî âîíè íàëåæàòü P2 òà P1 âiäïîâiäíî).Âèïàäîê 2: Â S ¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè S(1), íåõàé ϕ(αib

), i ìà-êñèìàëüíèé ç S(3), íåõàé ϕ(αjc ). Òîäi ¹ ñòðiëêà ç ϕ(αjc ) â ϕ(αib
). Òîìó ¹ ñòðië-êà αjc → αib

â Q̃(P). Àëå αib
ìàêñèìàëüíèé, à αjc ìiíiìàëüíèé. Òîìó öå ìî-æëèâî ëèøå ó âèïàäêó αjc = αib
, òîáòî ìè ìà¹ìî ïåòëþ â αjc , à òàêîæ {αjc} i

{ϕ(αjc )} ¹ îäíîåëåìåíòíèìè êîìïîíåíòàìè â P òà S. Íåõàé α ìàêñèìàëüíèé â
P \{αib

}. Òîäi â Q̃(P) ¹ ñòðiëêà α → αib
. Òîáòî òàêîæ ¹ ñòðiëêà ϕ(α) → ϕ(αib

)â Q̃(S). Öÿ ñòðiëêà íå ìîæå íàëåæàòè Q(S), áî {ϕ(αib
)} ¹ îäíîåëåìåííîþêîìïîíåíòîþ â S. Òàêèì ÷èíîì, ϕ(α) → ϕ(αib

) íàëåæèòü Q̃(S) \ Q(S), ùîìîæëèâå ëèøå ó âèïàäêó, ÿêùî ϕ(α) ìàêñèìàëüíèé. À öå ïðèçâîäèòü äî ñó-ïåðå÷íîñòi òîìó, ùî iñíó¹ òàêèé αiv , ùî ϕ(αiv ) íå ¹ ìàêñèìàëüíèì.Âèïàäîê 3: Â S ¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè S(2) i ìàêñèìàëüíèé ç
S(3). Öåé âèïàäîê ç âiäïîâiäíèìè çìiíàìè ïîâòîðþ¹ âèïàäîê 1.Âèïàäîê 4: Â S ¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè S(2) i ìàêñèìàëüíèé ç
S(4). Öåé âèïàäîê ç âiäïîâiäíèìè çìiíàìè ïîâòîðþ¹ âèïàäîê 2.Îòæå, âñi ìîæëèâi âèïàäêè ïðèçâîäÿòü äî ñóïåðå÷íîñòi, ÿêùî ïðèïóñòèòè,ùî iñíó¹ òàêèé αiv , ùî ϕ(αiv ) íå ¹ ìàêñèìàëüíèì. Òàê ñàìî ïðèïóùåííÿ, ùîiñíó¹ òàêèé αku , ùî ϕ(αku) íå ¹ ìiíiìàëüíèì, ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.Òàêèì ÷èíîì, ϕ(Pmax) ⊂ Smax. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèìî, ùî
ϕ(Pmin) ⊂ Smin. �îçãëÿäàþ÷è ϕ−1 çàìiñòü ϕ, îòðèìà¹ìî ϕ−1(Smax) ⊂ Pmaxòà ϕ−1(Smin) ⊂ Pmin. Òîìó ϕ(Pmax) = Smax òà ϕ(Pmin) = Smin.



1.2. Ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, (0, 1) ïîðÿäîê òà ñêií÷åííiëàíöþãè Ìàðêîâà. 13Îñêiëüêè ñàãàéäàêè Q̃(P) òà Q̃(S) içîìîð�íi, à òàêîæ ìiíiìàëüíi òà ìàêñè-ìàëüíi åëåìåíòè ïiä äi¹þ içîìîð�içìó ïåðåõîäÿòü â ìiíiìàëüíi òà ìàêñèìàëíiâiäïîâiäíî, òî çâóæåííÿ içîìîð�içìó ϕ : Q̃(P) → Q̃(S) íà Q(P) äà¹ içîìîð-�içì Q(P) → Q(S).Íàâïàêè, ÿêùî Q(P) òà Q(S) içîìîð�íi, òî ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ EP òà ESåêâiâàëåíòíi, òîáòî ÷.â.ì. P òà S Q-åêâiâàëåíòíi. Òåîðåìó äîâåäåíî.Äiàãðàìà Q(P) ñêií÷åííî¨ ÷.â.ì. P ¹ îá'¹äíàííÿì ¨¨ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò
Q(P1), . . . , Q(Ps). Ïiäìíîæèíè P1, . . . , Ps áóäåìî íàçèâàòè çâ'ÿçíèìè êîì-ïîíåíòàìè ÷.â.ì. P.Òåîðåìà 1.1.8. Íåõàé P = P1 ∪ . . . ∪ Pn òà S = S1 ∪ . . . ∪ Sm ðîçáèòòÿäâîõ ñêií÷åííèõ íåçâ'ÿçíèõ ÷.â.ì. íà ¨õ çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè. ×.â.ì. P òà S

Q-åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n = m òà iñíó¹ òàêà ïåðåñòàíîâêà
θ ∈ Sn, ùî Pi i Sθ(i) içîìîð�íi äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n.Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.1.7Òåîðåìà 1.1.9. Äëÿ ñêií÷åííèõ ÷.â.ì. S i T íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåí-òíi: (a) Q(ES) òà Q(ET ) içîìîð�íi;(b) ES òà ET åêâiâàëåíòíi.Äîâåäåííÿ. (b) ⇒ (a) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.1.3(a) ⇒ (b) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.1.7 i òåîðåìè 2.2.5.1.2. Ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíiìíîæèíè, (0, 1) ïîðÿäîê òà ñêií÷åííiëàíöþãè Ìàðêîâà.Íàãàäà¹ìî, ùî Λ = {O, E(Λ)} íàçèâà¹òüñÿ (0, 1) ïîðÿäêîì, ÿêùî E(Λ) (0, 1)ìàòðèöÿ.Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Iíäåêñîì inx(P ) ñêií÷åííî¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ìíîæèíè P íàçèâàþòü ìàêñèìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi
Q̃(P ). Öüîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ âiäïîâiäà¹ îäíîâèìiðíèé êîðåíåâèé ïðîñòið,òîáòî âñi âëàñíi âåêòîðè ~f, ÿêi ìàþòü âèãëÿä ~f = λ~f0, äå ~f0 = (α1, . . . , αn),ïðè÷îìó âñi αi > 0, i = 1, . . . , n. Âëàñíèé âåêòîð ~f = (α1, . . . , αn)T íàçèâà¹-òüñÿ Ôðîáåíióñîâèì âåêòîðîì. Íóìåðàöiÿ ñàãàéäàêà Q íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàð-òíîþ, ÿêùî α1 > α2 > · · · > αn.Òàêèì ÷èíîì, inxP=inxΛ(P ). Â öüîìó âèïàäêó Q̃(P ) = Q(EP ), äå EP �çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ P . Çà òåîðåìîþ 6.1.15 [18℄ ñàãàé-äàê Q(EP ) ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì.



14 1. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíèÎçíà÷åííÿ 1.2.2. Ñêií÷åííà ÷àñòêîâî îði¹íòîâíà ìíîæèíà P íàçèâà¹òüñÿðåãóëÿðíîþ, ÿêùî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi [Q(EP )] ìàòðèöi Q(EP ) ïðèìiòèâíà,iíàêøå P íàçèâàþòü öèêëi÷íîþ.Îçíà÷åííÿ 1.2.3. Êàæóòü, ùî äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè S =
= {s1, . . . , sn} i T = {t1, . . . , tn} �åêâiâàëåíòíi, ÿêùî Q̃(S) ≃ Q̃(T ).Ïðèêëàä 1.2.4. Iíäåêñ ñêií÷åíîãî âïîðÿäêîâàíîãî ëàíöþãà CHn äîðiâíþ¹1. Ïðèêëàä 1.2.5. Íåõàé

ACHn =

{

1 2 . . . n − 1 n
• • . . . • •

}àíòèëàíöþã äîâæèíîþ n. Çðîçóìiëî, Q̃(ACHn) ïîâíèé ïðîñòèé ñàãàéäàê ç nâåðøèíàìè. Îòæå inxACHn = n.Ïðèêëàä 1.2.6. Íåõàé Pn,m = (m, m, . . . , m) � ïðèìiòèâíà ÷àñòêîâî âïî-ðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ñ�îðìîâàíà n ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèìè íåïåðåñi÷íèìèìíîæèíàìè äîâæèíîþ m êîæíà. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî inxPn,m = m
√

n.Ïðèêëàä 1.2.7. �îçãëÿíåìî
P4 =

•1
6

• 3
6

�
�

�
�

�
�

��

@
@

@
@

@
@

@I
•2 • 4

Ïîçíà÷èìî
Un =






1 · · · 1... . . . ...
1 · · · 1




êâàäðàòíó ìàòðèöþ, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ 1. Î÷åâèäíî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi Q̃(P4)äîðiâíþ¹

[Q̃(P4)] =

(
0 U2

U2 0

)i inxP4=2.



1.2. Ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, (0, 1) ïîðÿäîê òà ñêií÷åííiëàíöþãè Ìàðêîâà. 15Ïðèêëàä 1.2.8. Íåõàé
P2n =

•
2 4 6

1 3 5 2n − 3 2n − 1

2n − 2 2n
• •

• • • • •

• •

· · ·

· · ·
- -

--

-

-












�












�

J
J

J
J

JJ]

J
J

J
J

JJ]

�
�

�
�

��

@
@

@
@

@I

Î÷åâèäíî
[Q̃(P2n)] =













0 U2 0 · · · · · · 0

0 0 U2

. . . ...... . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0
0 0 U2











i inxP2n=2.Ïðèêëàä 1.2.9. Íåõàé

N :

•1 • 3@
@

@
@

@
@

@
•2 • 4

÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç 4 åëåìåíòiâ. Î÷åâèäíî
[Q̃(EN )] =







0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 0







(1.1)i
χB(x) = x2(x2 − 3).
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√

3 i âëàñíèé âåêòîð Ôðîáåíióñà äîðiâíþ¹
−→
f = (2,

√
3,
√

3, 1)T .Íóìåðàöiÿ (1.1) ñòàíäàðòíà äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà Ôðîáåíióñà ÷.â.ì. N . Çâ'ÿ-çîê ìiæ ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ TN ëàíöþãà Ìàðêîâà òà ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi
[Q(EN)]:

TN =
1√
3







1
2

0 0 0
0 1√

3
0 0

0 0 1√
3

0

0 0 0 1













0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 0













2 0 0 0
0 1√

3
0 0

0 0 1√
3

0

0 0 0 1







=

=







0 1
2

1
2

0
2
3

0 0 1
3

2
3

0 0 1
3

0 1 0 0







.Î÷åâèäíî TN çàäà¹ åðãîäè÷íèé öèêëi÷íèé ëàíöþã Ìàðêîâà. Îòæå ÷àñòêîâîâïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà N öèêëi÷íà. Íóìåðàöiÿ N :
•1 • 2@

@
@

@
@

@
@

•4 • 3
(1.2)íå ¹ ñòàíäàðòíîþ.Äiéñíî íåõàé E

′(N) � ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ, ùî âiäïîâiäà¹ ÷.â.ì. N âiäïî-âiäíî äî íóìåðàöi¨ (1.2). Ìà¹ìî
[̃Q(E′

N)] =







0 0 1 1
0 0 0 1
1 1 0 0
1 1 0 0





i âëàñíèé âåêòîð Ôðîáåíióñà, ÿêèé âiäïîâiäà¹ íóìåðàöi¨ (1.2) � öå

(2, 1,
√

3,
√

3)T . Îòæå, íóìåðàöiÿ (1.2) íå ¹ ñòàíäàðòíîþ.Íèæ÷å íàäàíî ñïèñîê iíäåêñiâ i âåêòîðiâ Ôðîáåíióñà ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-âàíèõ ìíîæèí ç íå áiëüø íiæ 4 åëåìåíòàìè.



1.2. Ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, (0, 1) ïîðÿäîê òà ñêií÷åííiëàíöþãè Ìàðêîâà. 17Çàóâàæåííÿ 1.2.10. Î÷åâèäíî, inxCHn = 1 i inxACHn = n . Òîäi âåêòîð
(1, . . . , 1)T � öå âåêòîð Ôðîáåíióñà CHn i ACHn.I (1)={•}, inx(I, 1) = 1.II (1) =

{
•
•

}

, inx(II, 1) = 1; (2) =
{
• •

}
, inx(II, 2) = 2.III (1) =







•
•
•






, inx(III,1) = 1;

(2) =







3
•

� �

• •
1 2







; (3) =







1 2
• •

� �

•
3







,
inx(III,2) = inx(III,3) =

√
2; −→f (III,2) =

−→
f (III,3) = (1, 1,

√
2)T ;

(4) =







3
•
|

• •
1 2







, inx(III,4) = 1+
√

5
2

;
(5) =

{
• • •

}
, inx(III,5) = 3;−→( f)(III, 4) =

(

1,
√

5−1
2

, 1
)T .IV (1) =







•
•
•
•







, inx(IV, 1) = 1;

(2) =







4
•

� �

2 • • 3
� �

•
1







, inx(IV, 2) = 3
√

2

(3) =







2 3
• •

� 1 �

•
|
•
4







, (4) =







1
•
|
•

� 4 �

• •
2 3







,
inx(IV, 3) = inx(IV, 4) = 3

√
2;

−→
f (IV, 2) =

−→
f (IV, 3) =

−→
f (IV, 4) = ( 3

√
4, 1, 1, [3

√
2)T
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(5) =







• 3
|

4 • • 2
� |

• 1







, (6) =







• 1
� |

4 • • 3
|
• 2







;
χ5,6(x) = x(x3 − x − 1) i 1.32 < inx(IV, 5) = inx(IV, 6) < 1.33;
−→
f (IV, 5) =

−→
f (IV, 6) = (λ2, 1, λ, λ)T , äå λ3 − λ − 1 = 0.

(7) =







3 4
• •
| |
• •
1 2







, inx(IV, 7) =
√

2;
−→
f (IV, 7) =

(√
2

2
,
√

2
2

, 1, 1
)T

(8) =







• 4
|
• 3
|

1 • • 2







, χ8(x) = x(x3 − x2 − 1) i 1.46 < inx(IV, 8) < 1.47;

−→
f (IV, 8) = (1, λ − 1, λ2 − 1, 1)T äå λ3 − λ2 − 1 = 0.
(9) =







4 2
• •
| � |
• •
3 1







, inx(IV, 9) =
√

3; −→f (IV, 9) = (2,
√

3, 1,
√

3)T .
(10) =







4
•

� | �

• • •
1 2 3







, (11) =







1 2 3
• • •

� | �

•
4







,
inx(IV, 10) = inx(IV, 11) =

√
3;

−→
f (IV, 10) =

−→
f (IV, 11) = (

√
3,
√

3,
√

3, 3)T .

(12) =







4
•

� �

• • •
1 2 3







, (13) =







1 2 3
• • •

� �

•
4







,
inx(IV, 12) = inx(IV, 13) = 2; −→

f (IV, 12) = (2, 1, 1, 2)T ; −→
f (IV, 13) =

= (1, 1, 1, 1)T .



1.3. Ìàòðèöi ñóìiæíîñòi äîïóñòèìèõ ñàãàéäàêiâ áåç ïåòåëü 19
(14) =







3 4
• •
| × |
• •
1 2







, inx(IV, 14) = 2; −→f (IV, 14) = (1, 1, 1, 1)T ;
(15) =







4
•
|

• • •
1 2 3







, χ15(x) = x2(x2 − 2x − 1) i inx(IV, 15) = 1 +
√

2;
−→
f (IV, 15) = (1 +

√
2, 1 +

√
2, 1, 1 +

√
2)T ;

(16) =
{
• • • •

}, inx(IV, 16) = 4.Ïîìiòèìî, ùî ïiäìíîæèíè (IV, 2), (IV, 3) òà (IV, 4) Q-åêâiâàëåíòíi.Iíøi íåîäíîåëåìåíòíi êëàñè Q-åêâiâàëåíòíîñòi öå {(III, 2), (III,3)},
{(IV, 10), (IV, 11)}. Äëÿ ïiäìíîæèí N = (IV, 9) i F4 = (IV, 11) ìà¹ìî
inxN = inxF4 =

√
3, àëå âîíè íå ¹ Q-åêâiâàëåíòíèìè.Ïiäìíîæèíè (IV, 12) òà (IV, 13) àíòèiçîìîð�íi i w(IV, 12) = w(IV, 13) =

= 3, àëå (IV, 12) i (IV, 13) íå Q-åêâiâàëåíòíi, îñêiëüêè −→
f (IV, 13) = (2, 1, 1, 2)Ti −→f (IV, 13) = (1, 1, 1, 1)T . Ïiäìíîæèíè (IV, 13) i (IV, 14) ìàþòü îäíàêîâi iíäå-êñè i âåêòîðè Ôðîáåíióñà, àëå âîíè íå Q-åêâiâàëåíòíi, òîìó ùî Q̃(IV, 13) ìà¹ïåòëþ, à Q̃(IV, 14) íi.1.3. Ìàòðèöi ñóìiæíîñòi äîïóñòèìèõñàãàéäàêiâ áåç ïåòåëüÂ [Harary, 1969℄ (Appendix 2, Digraph diagrams) ¹ ñïèñîê ïðîñòèõ ñàãàäàêiâáåç ïåòåëü äëÿ s 6 4 (s - êiëüêiñòü âåðøèí Q). Êiëüêiñòü òàêèõ ñàãàéäàêiâ 3äëÿ s = 2, 16 äëÿ s = 3 òà 218 äëÿ s = 4. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ñïèñîê, äóæåëåãêî âèçíà÷èòè êiëüêiñòü ñèëüíîçâ'ÿçíèõ ñàãàéäàêiâ ñåðåä íèõ. Îòðèìà¹ìî1 äëÿ s = 2, 5 äëÿ s = 3 òà 83 äëÿ s = 4.Çâiäñè îòðèìà¹ìî ñïèñîê äîïóñòèìèõ ñàãàéäàêiâ áåç ïåòåëü äëÿ 2 6 s 6 4.Êiëüêiñòü òàêèõ ñàãàéäàêiâ 1 äëÿ s = 2, 2 äëÿ s = 3 òà 11 äëÿ s = 4.Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Hs =












0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
1 1 1 . . . 0 0
1 1 1 . . . 1 0












, Fs =













0 0 0 . . . 0 0
1 0 1 . . . 1 1
1 1 0 . . . 1 1... ... ... . . . ... ...
1 1 1 . . . 0 1

1 1 1
... 1 0













,
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Ωs = (ωij), äå ωij = 0 äëÿ i 6 j òà ωij = i − j äëÿ i > j; Hs, Fs, Ωs ∈
∈ Mn(Z). Çàóâàæèìî, ùî çàïèñ Fs óçãîäæåíèé ç (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåïîçíà÷å-ííÿ) çàïèñîì F4 ó âèïàäêó (IV, 11) ó êiíöi ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó â òîìó, ùî






0 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0






� ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

•2 •3 •4

•1. Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Iñíó¹ ¹äèíèé äîïóñòèìèé ñàãàéäàê áåç ïåòåëü äëÿ
s = 2, ÿêèé ¹ C2 = Q(H2) òà iñíó¹ â òî÷íîñòi äâà äîïóñòèìèõ ñàãàéäàêà áåçïåòåëü C3(Q) = (H3) òà Q(Ω3) äëÿ s = 3.Äîâåäåííÿ.Áóäåìî ââàæàòè, ùî çâåäåíi ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ òà ¨õ ïåðøèé ðÿäîê íó-ëüîâèé, öå ìîæíà ðîáèòè, òîìó ùî ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî äîïóñòèìi ñàãàéäàêè,ÿêi ¹ ñàãàéäàêàìè çâåäåíèõ ìàòðèöü ïîêàçíèêiâ.Íåõàé s = 2. Òîäi E =

(
0 0
α 0

)

, E
(1) =

(
1 0
α 1

) òà E
(2) =

=

(
(2, α) (1, α)
α + 1 (2, α)

) äå (α1, . . . , αt) = min(α1, . . . , αt).Íåõàé E = (αij) � çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ, òîäi ç E
(1) = (βij) äå βii =

= 1 òà βij = αij , êîëè i 6= j, E
(2) = (γij), äå γij = mink(βik +βkj), òîäi [Q(E)] =

= E
(2) − E

(1). Îòæå [Q[E]] =

(
(1, α − 1) 1

1 (1, α − 1)

) òà Q(E) òàêîæ àáî C2,àáî LC2 äëÿ α > 2 (C2 - ïðîñòèé ëàíöþã ç n âåðøèíàìè, [LC2] = [Cn] + En,
En - îäèíè÷íà n × n ìàòðèöÿ).Íåõàé òåïåð s = 3. Òîäi E =





0 0 0
α 0 δ
β γ 0



 , E
(1) =





1 0 0
α 1 δ
β γ 1



 òà
E

(2) =





(2, α, β) (1, γ) (1, δ)
(α + 1, β + δ) (2, α, γ + δ) (α, δ + 1)
(β + 1, α + γ) (β, γ + 1) (2, β, γ + δ)



 .Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè âèïàäîê òiëüêè 1 6 α 6 β. Òîäi α = 1.Äiéñíî, ÿêùî α > 2 ìè ìà¹ìî ïåòëþ â ïåðøié âåðøèíi. ßêùî æ β = 1 ìèìà¹ìî àáî E ∼ H3, àáî E ∼ F3. Çðîçóìiëî, ùî Ω3 ∼ F3. ßêùî æ β = 2, òî
E ∼ Ω3.



1.3. Ìàòðèöi ñóìiæíîñòi äîïóñòèìèõ ñàãàéäàêiâ áåç ïåòåëü 21Íåõàé s = 4. ßê i âèùå ìè ðîçãëÿäà¹ìî äîïóñòèìi ñàãàéäàêè áåç ïåòåëü.Ïîçíà÷åííÿ E ∼ Θ îçíà÷à¹ åêâiâàëåíòíiñòü öèõ ìàòðèöü ïðè ïåðåòâîðåííÿõïåðøîãî ðîäó.Î÷åâèäíî, ùî d(E) = d(Θ) äëÿ åêâiâàëåíòíèõ çâåäåíèõ ìàòðèöü E òà Θ.Äóæå çðó÷íî ïîäàòè ïåðøi øiñòü ìàòðèöü ïîêàçíèêiâ â íàñòóïíié ïîñëi-äîâíîñòi:(1) d = 6, E1 = H4 =







0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0






, [Q(E1)] =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0







;(2) d = 7, E2 =







0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
2 1 1 0






, [Q(E2)] =







0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0







;òà E2 ∼ Θ2, äå Θ2 =







0 1 1 1
0 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 0







;(3) d = 8, E3 =







0 0 0 0
1 0 0 0
2 1 0 0
2 1 1 0






, [Q(E3)] =







0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0







;òà E3 ∼ Θ3, äå Θ3 =







0 1 1 1
0 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0







;(4) d = 9, E4 =







0 0 0 0
1 0 0 0
2 1 0 0
2 2 1 0






, [Q(E4)] =







0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 1 0







;òà E4 ∼ Θ4, äå Θ4 =







0 0 1 1
1 0 1 1
1 0 0 0
1 1 1 0







;
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0 0 0 0
1 0 0 0
2 1 0 0
3 2 1 0






, [Q(Ω4)] =







0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0







;(6) d = 9, E6 = F4 =







0 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1






, [Q(F4)] =







0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0







;(7) d = 8, E7 =







0 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
2 1 1 0






, [Q(E7)] =







0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0







;òà E7 ∼ Θ7, äå Θ7 =







0 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 0 0 0







;(8) d = 10, E8 =







0 0 0 0
1 0 0 0
2 2 0 0
2 2 1 0






, [Q(E8)] =







0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
1 0 1 0







;(9) d = 10, E9 =







0 0 0 0
1 0 1 0
2 1 0 0
2 2 1 0






, [Q(E9)] =







0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
1 0 1 0







,

E9 � ãîðåíøòåéíîâà ç σ(E9) = (1423)(10) d = 11, E10 =







0 0 0 0
1 0 1 0
2 2 0 0
2 2 1 0






, [Q(E10)] =







0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
1 0 1 0







;(11) d = 12, E11 =







0 0 0 0
1 0 1 1
2 2 0 0
2 2 1 0






, [Q(E11)] =







0 1 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
1 0 1 0







.



1.4. Iíäåêñè ñêií÷åííèõ ÷. â. ì. ç 5-òè åëåìåíòiâ. 231.4. Iíäåêñè ñêií÷åííèõ ÷àñòêîâîâïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç 5-òèåëåìåíòiâ.Òâåðäæåííÿ 1.4.1. ßêùî ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè Si P Q-åêâiâàëåíòíi, òî ëiâèé i ïðàâèé âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi [Q̃ (S)
] ìî-æíà îòðèìàòè ç ëiâîãî òà ïðàâîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi [Q̃ (P )
] ïå-ðåñòàíîâêîþ ¨õ êîîðäèíàò.Äîâåäåííÿ. ßêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè S i P � Q-åêâiâàëåíòíi, òî ñàãàéäàêè Q̃ (S) i Q̃ (P )� içîìîð�íi. Òîäi iñíó¹ ïåðåñòàâíàìàòðèöÿ Pτ äëÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêà τ , òàêà ùî

[

Q̃ (S)
]

= P T
τ

[

Q̃ (P )
]

Pτ .Íåõàé λ� iíäåêñ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí S i P , i ~xP � ïðàâèé âëàñíèéâåêòîð ìàòðèöi [Q̃ (P )
], à ~yP � ëiâèé âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi [Q̃ (P )

].Òîäi
[

Q̃ (S)
]

P T
τ ~xP = P T

τ

[

Q̃ (P )
]

PτP T
τ ~xP = λ

(

P T
τ ~xP

)

(~yP Pτ )
[

Q̃ (S)
]

= ~yP PτP T
τ

[

Q̃ (P )
]

Pτ = λ (~yP Pτ ) .Òîáòî P T
τ ~xP = ~xS� ïðàâèé âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi [Q̃ (S)

], à ~yP
~Pτ = ~yS�ëiâèé âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi [Q̃ (S)

].Äëÿ êîæíî¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç 5-òè åëåìåíòiâ çi çâ'ÿçíîþäiàãðàìîþ îá÷èñëþ¹ìî iíäåêñ öi¹¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè òà ïðàâèéi ëiâèé âëàñíi âåêòîðè, ùî éîìó âiäïîâiäàþòü.
[Q (P )] Q (P )

[

Q̃ (P )
]1. 
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0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0









χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 1

inxP = 1
~xP = (1, 1, 1, 1, 1)
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 4λ2

inxP = 3
√

4

~xP = ( 1
3√2

, 1
3√2

, 3
√

2, 1, 1)3. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ3 − λ2

inxP =
√
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2

~xP = (1, 2

1+
√

5
, 2

1+
√

5
, 1, 1)

~yP = (1, 2

1+
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5
, 1, 1, 2
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5
)4. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 3λ3 − λ2

inxP ≈ 1, 8793852425. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ2 − λ

inxP ≈ 1, 220746. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 3λ2

inxP = 3
√

3

~xP = ( 3
√

3, 1
3√3
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3√3
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3√3

, 1)

~yP = (1, 1
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, 1)
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ

inxP = 4
√

2
~xP = ( 1

4√8
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4√8
, 1√

2
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4√2
, 1)8. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ

inxP = 4
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2

~xP = ( 4
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4
√

23, 1, 1)9. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ2 − λ

inxP ≈ 1, 2207410. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ2 − λ

inxP ≈ 1, 2207411. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − λ
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2

~xP = ( 1
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√
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√
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2

√

1
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2
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5
, 1
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5
2

, 1)12. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − λ

inxP =
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5
2

~xP = (

√
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2
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√
5

2
,
1
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(

−1 +
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5
)
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5

2
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5
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, 1, 1)13. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − 2λ2
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1 −
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9

~xP = (λ, 2
λ
, 1, 1, 1)

~yP = (λ, 1, 1
λ
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λ
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − 2λ2
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~xP = (λ, 1, 1, λ, λ2)
~yP = (1, 1, 1, 2

λ
, λ)15. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − 2λ2
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λ
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)16. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − 2λ2
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~xP = (λ2 − 1, 2, 1, λ, λ)
~yP = (λ, 1, λ, λ+1

λ
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λ
)17. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ3 − λ2

inxP =
√

5+1
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~xP = (1, 2
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5
, 2
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√

5
, 1, 1)

~yP = (
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5+1
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√

5 + 1, 1)19. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ2

inxP = 3
√
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~xp = ( 1
3√4

, 1
3√2

, 1
3√4

, 1
3√2

, 1)20. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ2

inxP = 3
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~xP = ( 3
√
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, 1, 1)21. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 3λ2
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 3λ2

inxP = 3
√

3

~xP = ( 3
√
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, 1
3√3

, 1, 1)23. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ3 − 2λ2

inxP ≈ 1, 76929235424. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ3 − 2λ2

inxP ≈ 1, 76929235425. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − 2λ2

inxP ≈ 1, 52137970726. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − λ3 − 2λ2

inxP ≈ 1, 521379707
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 4λ2
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 4λ3

inxP = 2
~xP = (3, 1, 2, 2, 2)
~yP = (2, 2, 2, 1, 1)38. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 4λ3

inxP = 2
~xP = (2, 1, 1, 2, 2)
~yP = (2, 2, 2, 3, 1)



1.4. Iíäåêñè ñêií÷åííèõ ÷. â. ì. ç 5-òè åëåìåíòiâ. 3339. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 2λ3 − λ2
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√
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 5λ3
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 4λ3

inxP = 2
~xP = (1, 1, 1, 1, 2)44. 
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χ[Q̃(P )](λ) = λ5 − 4λ3

inxP = 2
~xP = (2, 1, 1, 1, 1)Çà òåîðåìîþ 4 [6℄ ñåðåä íàâåäåíèõ 44-îõ çâ'ÿçíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõìíîæèí Q-åêâiâàëåíòíèìè ¹ âèùå íàâåäåíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíèïiä íîìåðàìè:1. 2, 29, 302. 39, 403. 5, 9, 104. 6, 33, 345. 21, 226. 7, 8, 27, 287. 11, 128. 13, 259. 14, 2610. 19, 2011. 23, 2412. 31, 3213. 43, 44Çà òâåðäæåííÿì 1.4.1 ¨õ ëiâi òà ïðàâi âëàñíi âåêòîðè ìîæíà îòðèìóâàòè ïåðå-ñòàíîâêîþ êîîðäèíàò ç ëiâîãî òà ïðàâîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ Q-åêâiâàëåíòíèõìíîæèí.



1.4. Iíäåêñè ñêií÷åííèõ ÷. â. ì. ç 5-òè åëåìåíòiâ. 35Àíàëiç êîîðäèíàò ëiâèõ òà ïðàâèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòüîäíîìó iíäåêñó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi íå ¹ Q-åêâiâàëåíòíèìè,äà¹ íàñòóïíó òåîðåìó.Òåîðåìà 1.4.2. Äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè S i P ç 5-òè åëå-ìåíòiâ çi çâ'ÿçíîþ äiàãðàìîþ Q-åêâiâàëåíòíi, ÿêùî(à) inxS = inxP ;(b) êîîðäèíàòè ïðàâîãî ~xS òà ëiâîãî ~yS âëàñíîãî âåêòîðà ìàòðèöi
[

Q̃ (S)
] ìîæíà îòðèìàòè ïåðåñòàíîâêîþ êîîðäèíàò ïðàâîãî ~xP òà ëiâîãî

~yP âëàñíîãî âåêòîðà ìàòðèöi [Q̃ (P )
]

.



�îçäië 2×åðåïè÷íi ïîðÿäêè2.1. Íåòåðîâi ñïðàâà íàïiâïåðâèííi
SPSD-êiëüöÿ�îçãëÿíåìî íàñòóïíó òåîðåìó ïðî ðîçêëàä íåòåðîâèõ ñïðàâà íàïiâïåðèí-íèõ SPSD-êiëåöü.Òåîðåìà 2.1.1. Íàñòóïíi óìîâè äëÿ íåòåðîâîãî ñïðàâà íàïiâïåðâèííî-ãî êiëüöÿ A åêâiâàëåíòíi:(a) êiëüöå A - íàïiâäèñòðèáóòèâíå.(b) êiëüöå A - ïðÿìèé äîáóòîê íàïiâïðîñòîãî àðòiíîâîãî êiëüöÿ òà íà-ïiâìàêñèìàëüíîãî êiëüöÿ.Äîâåäåííÿ. (a)⇒(b) Ç òåîðåìè 14.4.3 [17℄ âèïëèâà¹, ùî A ¹ ñêií÷åííèì ïðÿ-ìèì äîáóòêîì íåðîçêëàäíèõ íàïiâïðîñòèõ êiëåöü. Êîæíå íåðîçêëàäíå êiëü-öå ¹ àáî ïðîñòèì àðòiíîâèì, àáî íàïiâïïåðâèííèì íàïiâäîñêîíàëèì êiëüöåì,óÿêîãî îñíîâíi êiëüöÿ åíäîìîð�içìiâ ãîëîâíèõ ìîäóëiâ ¹ íåàðòiíîâèìè. Ó äðó-ãîìó âèïàäêó, çà íàñëiäêîì 14.4.11 [17℄, òàêå êiëüöå ¹ íàïiâìàêñèìàëüíèì.(b)⇒(a) Î÷åâèäíî, ùî íàïiâïåðâèííå àðòiíîâå êiëüöå ¹ íàïiâïåðâèííèì

SPSD-êiëüöåì. À íàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå ¹ SPSD-êiëüöåì çà òâåðäæåííÿì
14.4.3 [17℄ òà çà òåîðåìîþ ðåäóêöi¨¨ äëÿ SPSD-êiëåöü.Òåîðåìà 2.1.2. Êîæíå íàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå içîìîð�íå ñêií÷åííî-ìó ïðÿìîìó äîáóòêó ïåðâèííèõ êiëåöü íàñòóïíîãî âèãëÿäó

A =







O πα12O . . . πα1nO

πα21O O . . . πα2nO

. . . . . . . . . . . .
παn1O παn2O . . . O







, (2.1)äå n > 1, O - äèñêðåòíå íîðìîâàíå êiëüöå ç ïðîñòèì åëåìåíòîì π òà öiëèìè÷èñëàìè αij òàêèìè, ùî αij + αjk > αik äëÿ âñiõ i, j, k (αii = 0 äëÿ âñiõ i).36



2.1. Íåòåðîâi ñïðàâà íàïiâïåðâèííi SPSD-êiëüöÿ 37Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 14.4.12 [17℄ íàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå ¹ ñêií÷åí-íèì ïðÿìèì äîáóòêîì ïåðâèííèõ íàïiâìàêñèìàëüíèõ êiëåöü. Ïîêàæåìî, ùîïåðâèííå íàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå içîìîð�íå êiëüöå âèãëÿäó (2.1). Íåõàé 1 =
= e1 + . . . + em � ðîçêëàä 1 ∈ A â ñóìó ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ ëîêàëüíèõiäåìïîòåíòiâ, Aij = eiAej äëÿ i, j = 1, . . . , m. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bij (i 6= j) íà-ñòóïíèé ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó: Bij =

(
Aii Aij

Aji Ajj

)

. ßêùî êiëüöå Bij - íå ¹çâåäåíèì, òîäi Bij ≃ M2(Aii) òà Bij - íåòåðîâå çëiâà. ßêùî Bij-çâåäåíå, òîäi
Aijaji ⊂ Aij , ϕji : Aij → Aii - ìîíîìîð�içì ëiâèõ Aii-ìîäóëiâ (äëÿ óñiõ íåíó-ëüîâèõ aji) òàêèõ, ùî ϕji(aij) = aijaji. ßêùî Aij íå ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì,òî Aii ìiñòèòü ëiâèé Aii-ïiäìîäóëü Aijaji, ÿêèé íå ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì ,äå aji 6= 0. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, çà ëåìîþ 13.3.4 [17℄, Aij ≃ Aii òà Bij -íåòåðîâå çëiâà çà òåîðåìîþ 3.6.1 [17℄. Çàñòîñóâàâøè iíäóêöiþ çà m òà òåîðåìó
3.6.1 [17℄, ìè îòðèìà¹ìî, ùî A � íåòåðîâå çëiâà. Òàêèì ÷èíîì, A � ïåðâèí-íå íåòåðîâå SPSD-êiëüöå. Çà òâåðäæåííÿì 9.3.10 [17℄ A ¹ ïðàâèì ïîðÿäêîìó ïðîñòîìó àðòiíîâîìó êiëüöi Q = Mn(D). Ââàæà¹ìî, ùî êîæåí ëîêàëüíèéiäåìïîòåíò ei ç âèùå ðîçãëÿíóòîãî ðîçêëàäó 1 = e1 + . . . + em ¹ ëîêàëüíèì â
Q = Mn(D). Òîäi äâà ðîçêëàäè 1 = e1+ . . .+em òà 1 = e11 + . . .+enn ñïðÿæåíi.Òîìó m = n i ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðè÷íi iäåìïîòåíòè ¹ ëîêàëüíèìèiäåìïîòåíòàìè êiëüöÿ A.Ïîçíà÷èìî Aii ÷åðåç Ai. Ìà¹ìî Q =

n∑

i,j=1

eijD (D � òiëî ÷àñòîê, eij -ìàòðè÷íi îäèíèöi, ÿêi êîìóòóþòü ç åëåìåíòàìè ç D) òà A =
n∑

i,j=1

eijAij , äå
Aij ⊂ D. Âñi Ai - äèñêðåòíi íîðìîâàíi êiëüöÿ, AijAjk ⊂ Aik òà Aij 6= 0 äëÿ
i, j = 1, . . . , n (A - ïåðâèííå òà eiiAejj = Aij 6= 0).Äîâåäåìî, ùî Aij = dijAj = Aidij, äå dij ∈ Aij ⊂ D. Äiéñíî, íåõàé
Ri - ðàäèêàë Äæåêîáñîíà Ai òà íåõàé πiAi = Aiπi = Ri. Çà íàñëiäêîì
14.2.4 [17℄ RiAij = AijRj . Âiçüìåìî åëåìåíò dij ∈ Aij , dij 6= 0 òàêèé, ùî
Aidij + RiAij = Aij . Çà ëåìîþ Íàêàÿìè Aij = dijAj = Aidij . Íåõàé T =
= diag(d−1

12 , d−1
23 , . . . , d−1

n−1n, 1). �îçãëÿíåìî TAT−1. Ìîæåìî ââàæàòè, ùî íà-ñòóïíi ðiâíîñòi d12 = . . . = dn−1n ìàþòü ìiñöå A.Òîäi A1 = A2 = . . . = An.Ïîêëàäåìî A1 = O, äå O - äèñêðåòíå íîðìîâàíå êiëüöå (íå îáîâ'ÿçêîâî êîìó-òàòèâíå). Îòæå Aij ⊃ O äëÿ i 6 j. Ç AijAji ⊂ O îòðèìà¹ìî, ùî AijAji ⊃ Ajiòà Aji ⊂ O äëÿ i 6 j. Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî ââàæàòè, ùî dji = παji , äå M =
= πO = Oπ � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë O, αji > 0 äëÿ j > i. Î÷åâèäíî, ùî
dij = παij , äå αij > −αji. Òîìó ìè îòðèìàëè êiëüöå âèãëÿäó (2.1) Îáåðíåíåòâåðäæåííÿ ñëiäó¹ ç îçíà÷åííÿ íàïiâìàêñèìàëüíîãî êiëüöÿ.Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ ÷åðåïè÷íèì ïîðÿäêîì, ÿêùî âîíîïåðâèííå íåòåðîâå SPSD-êiëüöå.Çàóâàæåííÿ 2.1.4. Íåõàé O - äèñêðåòíî íîðìîâàíå êiëüöå. Òîäi ç òåî-



38 2. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêèðåì 2.1.1 òà 2.1.2 âèïëèâà¹, ùî êîæåí ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê ìà¹ âèãëÿä (2.1).Êiëüöå O âêëàäåíå â êëàñè÷íå êiëüöå äðîáiâ D, ÿêå ¹ òiëîì. Òîìó (2.1)îçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ ìàòðèöü (aij) ∈ Mn(D) òàêèõ, ùî aij ∈ παij O, äå
e11, . . . , enn � ìàòðè÷íi îäèíèöi â Mn(D). Î÷åâèäíî, ùî Mn(D) - êëàñè÷íåêiëüöå ÷àñòîê êiëüöÿ A.Äîòðèìóþ÷èñü òåðìiíîëîãi¨ Â.À.ßòåãàîíêàðà òà �.Á.Òàðñi, êiëüöå A ⊂∈
∈ Mn(K), äå K - òiëî ÷àñòîê êîìóòàòèâíîãî äèñêðåòíîãî íîðìîâàíîãî êiëüöÿ
O, íàçèâà¹òüñÿ ÷åðåïè÷íèì ïîðÿäêîì íàä O, ÿêùî Mn(K) - êëàñè÷íå êiëüöå÷àñòîê A, eii ∈ A eiiAeii = O äëÿ i = 1, . . . , n, äå e11, . . . , enn - ìàòðè÷íiîäèíèöi Mn(K) (äèâèñü V.A.Jategaonkar, Global dimension of tiled orders overa disrete valuation ring // Trans. Amer. Math. So., 196, 1974, pp. 313-330 ).Òîìó äàíå âèùå îçíà÷åííÿ ÷åðåïè÷íîãî ïîðÿäêó � öå óçàãàëüíåííÿ îçíà-÷åííÿ ÷åðåïè÷íîãî ïîðÿäêó íàä äèñêðåòíèì íîðìîâàíèì êiëüöåì â ñåíñiÂ.À.ßòåãàîíêàðà òà �.Á.Òàðñi.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mn(Z) êiëüöå óñiõ êâàäðàòíèõ n × n-ìàòðèöü íàä êiëü-öåì öiëèõ ÷èñåë Z. Íåõàé E ∈ Mn(Z). Áóäåìî íàçèâàòè ìàòðèöþ E = (αij)ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ, ÿêùî αij + αjk > αik äëÿ i, j, k = 1, . . . , n òà αii = 0äëÿ i = 1, . . . , n. Ìàòðèöþ E áóäåìî íàçèâàòè çâåäåíîþ ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ,ÿêùî αij + αji > 0 äëÿ i, j = 1, . . . , n.Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ: A = {O, E(A)}, äå E(A) =

= (αij) � ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ êiëüöÿ A, òîáòî A =
n∑

i,j=1

eijπ
αij O, äå eij -ìàòðè÷íi îäèíèöi. ßêùî ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê çâåäåíèé, òîäi αij +αji > 0 äëÿ

i, j = 1, . . . , n, i 6= j, òîáòî E(A) � çâåäåíà.Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Íåõàé O � äèñêðåòíî íîðìîâàíå êiëüöå. Ïðàâèé (âiä-ïîâiäíî ëiâèé) A-ìîäóëü M (âiäïîâiäíî N) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ (âiäïîâiäíîëiâîþ) A-ãðàòêîþ, ÿêùî M (âiäïîâiäíî N) � âiëüíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé
O-ìîäóëü.Íàïðèêëàä, âñi ñêií÷åííî ïîðîäæåíi ïðîåêòèâíi A-ìîäóëi � A-ãðàòêè.Íåõàé A � ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Latr(A) (âiäïîâiäíî
Latl(A)) êàòåãîðiþ ïðàâèõ (âiäïîâiäíî ëiâèõ) A-ãðàòîê. Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç
Sr(A) (âiäïîâiäíî Sl(A)) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (çà âêëþ÷åííÿì),ÿêà óòâîðåíà óñiìà A-ãðàòêàìè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â �iêñîâàíîìó ïðàâîìó ïðî-ñòîìó Mn(D)-ìîäóëi U (âiäïîâiäíî â ëiâîìó ïðîñòîìó Mn(D)-ìîäóëi V ). Òàêi
A-ãðàòêè íàçèâàþòüñÿ íåçâiäíèìè.Âiäìiòèìî, ùî êîæåí ïðîñòèé ïðàâèé Mn(D)-ìîäóëü içîìîð�íèé ïðîñòî-ìó ïðàâîìó Mn(D)-ìîäóëþ U ç D-áàçèñîì e1, . . . , en òàêèì, ùî eiejk = δijek,äå ejk ∈ Mn(D) - ìàòðè÷íi îäèíèöi. Âiäïîâiäíî êîæåí ïðîñòèé ëiâèé Mn(D)-ìîäóëü içîìîð�íèé ïðîñòîìó ëiâîìó Mn(D)-ìîäóëþ V ç D-áàçèñîì e1, . . . , enòàêèì, ùî eijek = δjkei.Íåõàé A = {O, E(A)} - ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê òà íåõàé U (âiäïîâiäíî V ) -ïðîñòèé ïðàâèé (âiäïîâiäíî ëiâèé) Mn(D)-ìîäóëü ÿê i âèùå.



2.2. Ñàãàéäàêè ÷åðåïè÷íèõ ïîðÿäêiâ 39Òîäi êîæíà ïðàâà (âiäïîâiäíî ëiâà) íåçâiäíà A-ãðàòêà M (âiäïîâiäíî N),ÿêà ëåæèòü â U (âiäïîâiäíî â V ) - öå A-ìîäóëü ç O-áàçèñîì (πα1e1, . . . , π
αnen),äå

{
αi + αij > αj , äëÿ ïðàâîãî A-ìîäóëÿ M
αij + αj > αi, äëÿ ëiâîãî A-ìîäóëÿ N.

(2.2)Òîìó êîæíà íåçâiäíà A-ðåøiòêà M ìîæå áóòè âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþâåêòîðà ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè (α1, ..., αn), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (2.2). Áóäåìîïèñàòè [M ] = (α1, ..., αn) àáî M = (α1, ..., αn).Âiäíîøåííÿ âïîðÿäêîâàíîñòi íà ìíîæèíi òàêèõ âåêòîðiâ òà îïåðàöi¨ íàíèõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñóìi òà ïåðåòèíó íåçâiäíèõ ðåøiòîê ¹ î÷åâèäíèìè.Çàóâàæåííÿ 2.1.6. Çðîçóìiëî, ùî äâi íåçâiäíi A-ðåøiòêè M1 =
= (α1, . . . , αn) òà M2 = (β1, . . . , βn) ¹ içîìîð�íèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
αi = βi + z äëÿ i = 1, . . . , n òà �iêñîâàíîãî z ∈ Z. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
(α1, . . . , αn)T âåêòîð-ñòîâï÷èê ç êîîðäèíàòàìè α1, . . . , αn.Çàçíà÷èìî, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè Sr(A) òà Sl(A) íå çàëå-æàòü âiä âèáîðó ïðîñòèõ Mn(D)-ìîäóëiâ U òà V .Òâåðäæåííÿ 2.1.7. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè Sr(A) òà Sl(A) ¹àíòèiçîìîð�íèìè äèñòðèáóòèâíèìè ðåøiòêàìè.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A � íàïiâäèñòðèáóòèâíå êiëüöå, òî Sr(A) (Sl(A)) ¹äèñòðèáóòèâíîþ ðåøiòêîþ ïî âiäíîøåííþ äî ñóìè òà ïåðåòèíó ïiäìîäóëiâ.Íåõàé M = (α1, . . . , αn) ∈ Sr(A). Ïîêëàäåìî M∗ = (−α1, . . . ,−αn)T ∈
∈ Sl(A). ßêùî æ N = (β1, . . . , βn)T ∈ Sl(A), òîäi N∗ = (−β1, . . . ,−βn) ∈
∈ Sr(A).Çðîçóìiëî, ùî îïåðàöiÿ ∗ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:1. M∗∗ = M ; 2. (M1 + M2)

∗ = M∗
1 ∩ M∗

2 ; 3. (M1 ∩ M2)
∗ = M∗

1 + M∗
2 óïðàâîñòîðîííüîìó âèïàäêó, òàêîæ àíàëîãi÷íî çàïèñóþòüñÿ òîòîæíîñòi äëÿëiâîñòîðîííüîãî âèïàäêó. Òîìó âiäîáðàæåííÿ ∗ : Sr(A) → Sl(A) ¹ àíòèiçîìîð-�íèì.Çàóâàæåííÿ 2.1.8. Âiäîáðàæåííÿ ∗ âèçíà÷à¹ äóàëüíiñòü äëÿ íåçâiäíèõ A-ðåøiòîê.ßêùî M1 ⊂ M2 (M1, M2 ∈ Sr(A), òîäi M∗

2 ⊂ M⋆
1 . Ó öüîìó âèïàäêó

A-ðåøiòêà M2 íàçèâà¹òüñÿ íàäìîäóëåì A-ðåøiòêè M1 (âiäïîâiäíî M⋆
1 íà-äìîäóëü M⋆

2 ).2.2. Ñàãàéäàêè ÷åðåïè÷íèõ ïîðÿäêiâÍàãàäà¹ìî, ùî ñàãàéäàê íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî â íüîìóiñíó¹ øëÿõ ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà âåðøèíàìè. Îäíîòî÷êîâèé ñàãàéäàê áåç



40 2. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêèñòðiëîê áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ñèëüíî çâ'ÿçíèé ñàãàéäàê. Ñàãàéäàê Q áåç êðà-òíèõ ñòðiëîê i êðàòíèõ ïåòåëü íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, òîáòî Q ¹ ïðîñòèì òîäii òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi [Q] ¹ (0,1)-ìàòðèöåþ.Òåîðåìà 2.2.1. Ñàãàéäàê Q(A) íåòåðîâîãî ñïðàâà òà çëiâà íàïiâïåðâèí-íîãî íàïiâäîñêîíàëîãî êiëüöÿ A ñèëüíî çâ'ÿçíèé.Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 11.6.3 i òâåðäæåííÿ 9.2.13 [17℄. Âèêîðèñòî-âó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ç òåîðåìè 11.6.3 [17℄. ßêùî Q(A) íå ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, òîêiëüöå (g1+g2)A(g1+g2) íå ¹ íàïiâïåðâèííèì. Äiéñíî, äëÿ íåíóëüîâîãî iäåàëó
J =

(
0 g1Ag2

0 0

) ìà¹ìî J2 = 0.Íåõàé I äâîñòîðîííié iäåàë ÷åðåïè÷íîãî ïîðÿäêó A. Î÷åâèäíî,
I =

n∑

i,j=1

eijπ
µij O,äå eij ìàòðè÷íi îäèíèöi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(I) = (µij) ìàòðèöþ ïîêàçíèêiâiäåàëà I . Íåõàé I òà J äâîñòîðîííi iäåàëè êiëüöÿ A, E(I) = (µij), E(J) = (νij).Ëåãêî áà÷èòè, ùî E(IJ) = (δij), äå δij = mink{µik + νkj}.Òåîðåìà 2.2.2. Ñàãàéäàê Q(A) ÷åðåïè÷íîãî ïîðÿäêó A íàä äèñêðåòíîíîðìîâàíèì êiëüöåì O ïðîñòèé i ñèëüíî çâ'ÿçíèé. ßêùî A çâåäåíèé, òî

Q(A) = E(R2) − E(R).Äîâåäåííÿ. Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî A ïåðâèííå íàïiâäîñêîíàëå íåòåðîâåêiëüöå, çà òåîðåìîþ 2.2.1 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî Q(A) ñèëüíî çâ'ÿ-çíèé ñàãàéäàê. Íåõàé A çâåäåíèé ïîðÿäîê. Òîäi E(A) � çâåäåíà ìàòðèöÿ.Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: E(A) = (αij); E(R) = (βij),äå βii = 1 äëÿ i = 1, . . . , n i βij = αij äëÿ i 6= j (i, j = 1, . . . , n); E(R2) =
= (γij), äå γij = min16k6n{βik + βkj} äëÿ i, j = 1, . . . , n. Îñêiëüêè E(A) çâå-äåíà, òî αij + αji > 1 äëÿ i, j = 1, . . . , n, òîáòî γii = min16k6n{βik + βki} =
= min16k6n,k 6=i{βik + βki}. Îòæå, γii ðiâíå 1 àáî 2. ßêùî i 6= j, òî βij = αij i
γij = min{min16k6n,k 6=i,j{αik + αkj}, αij + 1}, òîáòî γij ðiâíå αij àáî αij + 1.Äîâiëüíié íåçâiäíié A−ãðàòöi M ç O−áàçèñîì (πα1e1, . . . , π

αnen) ïîñòàâèìîó âiäïîâiäíiñòü n−êîðòåæ [M ] = (α1, . . . , αn). �îçãëÿíåìî
[Pi] = (αi1, . . . , 0, . . . , αin),

[PiR] = (αi1, . . . , 1, . . . , αin) = (βi1, . . . , βin).Ïîêëàäåìî [PiR
2] = (γi1, . . . , γin). Òîäi ~qi = [PiR

2]− [PiR] ¹ (0,1)-âåêòîðîì.Ïðèïóñòèìî, ùî ó âåêòîði ~qi îäèíèöi çíàõîäÿòüñÿ íà ìiñöÿõ j1, . . . , jm. Ïðè-éìàþ÷è äî óâàãè ëåìó ïðî àíóëþâàííÿ, öå îçíà÷à¹ PiR/PiR
2 = Uj1⊕. . .⊕Ujm .Ç îçíà÷åííÿ Q(A) ìà¹ìî ðiâíî îäíó ñòðiëêó ç âåðøèíè i äî êîæíî¨ ç âåðøèí

j1, . . . , jm. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi [Q(A)] ìà¹ âèãëÿä:
[Q(A)] = E(R2) − E(R).



2.2. Ñàãàéäàêè ÷åðåïè÷íèõ ïîðÿäêiâ 41Òåîðåìó äîâåäåíî.Îçíà÷åííÿ 2.2.3. ×åðåïè÷íèé ïîðÿäîê A = {O, E(A)} íàçèâà¹òüñÿ (0,1)-ïîðÿäêîì, ÿêùî E(A) ¹ (0,1)-ìàòðèöåþ.Íàäàëi ïiä (0,1)-ïîðÿäêîì çàâæäè ìàòèìåìî íà óâàçi ÷åðåïè÷íèé (0,1)-ïîðÿäîê íàä äèñêðåòíî íîðìîâàíèì êiëüöåì O.Çâåäåíîìó (0,1)-ïîðÿäêóA ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíóìíîæèíó
PA = {1, . . . , n}ç âiäíîøåííÿì 6, âèçíà÷åíèì íàñòóïíèì ÷èíîì: i 6 j ⇔ αij = 0.Î÷åâèäíî, (P, 6) ¹ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ (÷.â.ì.).Íàâïàêè, äîâiëüíié ñêií÷åííié ÷.â.ì. P = {1, . . . , n} ïîñòàâèìî ó âiäïîâiä-íiñòü çâåäåíó (0,1)-ìàòðèöþ EP = (Aij) íàñòóïíèì ÷èíîì: Aij = 0 ⇔ i 6 j,iíàêøå Aij = 1. Òîäi A(P ) = {O, EP } ¹ çâåäåíèì (0,1)-ïîðÿäêîì.Ìè äàìî êîíñòðóêöiþ, ÿêà äëÿ çàäàíî¨ ñêií÷åííî¨ ÷.â.ì. P = {p1, . . . , pn}äà¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèé ñàãàéäàê áåç êðàòíèõ ñòðiëîê i êðàòíèõ ïåòåëü.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pmax (Pmin) ìíîæèíó ìàêñèìàëüíèõ (ìiíiìàëüíèõ) åëå-ìåíòiâ P òà ÷åðåç Pmax × Pmin ¨õ äåêàðòiâ äîáóòîê.Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Ñàãàéäàê Q̃(P ) îòðèìàíèé ç äiàãðàìè Q(P ) äîäàâàííÿìñòðiëîê σij : i → j äëÿ âñiõ (pi, pj) ∈ Pmax × Pmin íàçèâà¹òüñÿ ñàãàéäàêîì,àñîöiéîâàíèì ç ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ P .Î÷åâèäíî, Q̃(P ) ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì ïðîñòèì ñàãàéäàêîì.Òåîðåìà 2.2.5. Ñàãàéäàê Q(A(P )) çáiãà¹òüñÿ ç ñàãàéäàêîì Q̃(P ).Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî Q(A(P )) = E(R2)− E(R). Ïðèïóñòèìî, ùî â Q(P )¹ ñòðiëêà ç s â t. Öå îçíà÷à¹, ùî αst = 0 i íå iñíó¹ íàòóðàëüíîãî k (k 6= s, t)òàêîãî, ùî αsk = 0 i αst = 0. Åëåìåíòè βss òà βtt ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ E(R) =

= (βij) ðiâíi 1. Ìà¹ìî, ùî E(R2) = (γij), äå γij = min16k6n{βsk + βkt} = 1.Òàêèì ÷èíîì, â [Q(A(P ))] íà (s, t)-é ïîçèöi¨ ìà¹ìî γst − βst = 1 − αst = 1 −
− 0 = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Q(A(P )) ìà¹ ñòðiëêó ç s â t.Íåõàé p ∈ Pmax. Öå îçíà÷à¹, ùî αpk = 1 äëÿ k 6= p. Òîìó â p-òîìó ðÿäêó
E(R) âñi åëåìåíòè ðiâíi 1, òîáòî (βp1, . . . , βpp, . . . , βpn) = (1, . . . , 1, . . . , 1).Àíàëîãi÷íî, ÿêùî q ∈ Pmin, òî q-é ñòîâï÷èê (β1q , . . . , βqq , . . . , βnq)

T ìàòðè-öi E(R) ìà¹ âèãëÿä (1, . . . , 1, . . . , 1)T . Çâiäñè γpq = 2, βpq = 1, i Q(A(P )) ìà¹ñòðiëêó ç p â q. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî Q̃(P ) ïiäñàãàéäàê Q(A(P )).Òåïåð ïîêàæåìî îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé γpq = 2. Òîäi î÷åâèäíî
(βp1, . . . , βpp, . . . , βpn) = (1, . . . , 1, . . . , 1)i

(β1q , . . . , βqq , . . . , βnq)
T = (1, . . . , 1, . . . , 1)T .Òîìó p ∈ Pmax, q ∈ Pmin i iñíó¹ ñòðiëêà ç p â q.



42 2. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêèÍåõàé γpq = 1 i βpq = 0. Òîäi p 6= q, βpq = αpq = 0. Îñêiëüêè γpq =
= min16k6n{βpk + βkq}, òî βpk + βkq > 1 äëÿ k = 1, . . . , n. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ
k 6= p, q ìà¹ìî βpk + βkq > 1, çâiäêè îòðèìà¹ìî αpk + αkq > 1. Òîìó íå iñíó¹òàêîãî íàòóðàëüíîãî k (k 6= p, q), ùî αpk = αkq = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî â Q̃(P ) ¹ñòðiëêà ç p â q, ùî äîâîäèòü îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ.2.3. Ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíòè i ãëîáàëüíàðîçìiðíiñòü êiëåöü.Íåõàé A � êiëüöå i M � ïðàâèé ìîäóëü.Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Ïðîåêòèâíîþ ðåçîëüâåíòîþ M íàçèâà¹òüñÿ òî÷íà ïî-ñëiäîâíiñòü A-ìîäóëiâ:

. . . P2
d2 P1

d1 P0
π M 0â ÿêié âñi ìîäóëi Pn ¹ ïðîåêòèâíèìè.ßê âèïëèâà¹, íàïðèêëàä, ç [17℄ áóäü-ÿêèé A-ìîäóëü M ìà¹ âiëüíó, à òîìói ïðîåêòèâíó ðåçîëüâåíòó.Ìè êàæåìî, ùî ïðîåêòèâíà ðîçìiðíiñòü M äîðiâíþ¹ n i ïèøåìî

proj.dimA M = n, ÿêùî iñíó¹ ïðîåêòèâíà ðåçîëüâåíòà äîâæèíè n:
0 Pn

dn Pn−1
dn−1 · · · P1

d1 P0
π M 0i íå iñíó¹ áiëüø êîðîòêî¨ ïðîåêòèâíî¨ ðåçîëüâåíòè ìîäóëÿ M .Ìè êàæåìî, ùî ìîäóëü M ìà¹ íåñêií÷åííó ïðîåêòèâíó ðåçîëüâåíòó, ÿêùîäëÿ íüîãî íå iñíó¹ ïðîåêòèâíî¨ ðåçîëüâåíòè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Öåé �àêòçàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: proj.dimA M = ∞.Äîáðå âiäîìî, ùî proj.dimA M íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðîåêòèâíî¨ ðå-çîëüâåíòè.Íåõàé proj.dimA M = n i

0 Pn
dn Pn−1

dn−1 · · · P1
d1 P0

π M 0âiäïîâiäíà ïðîåêòèâíà ðåçîëüâåíòà.Òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
P1

d1 P0
π M 0íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîì ïðîåêòèâíî¨ ðåçîëüâåíòè ìîäóëÿ M , à òî÷íà ïîñëi-äîâíiñòü

0 Pn
dn Pn−1íàçèâà¹òüñÿ êiíöåì ïðîåêòèâíî¨ ðåçîëüâåíòè ìîäóëÿ M .Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MA(AM) êàòåãîðiþ âñiõ ïðàâèõ (ëiâèõ) A-ìîäóëiâ.



2.4. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêè â M5(D) ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi 43Îçíà÷åííÿ 2.3.2. ßêùî A � êiëüöå, òî éîãî ïðàâà ãëîáàëüíà ðîçìiðíiñòü(ñêîðî÷åíî r.gl.dimA) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
r.gl.dimA = sup{proj.dimAM : M � ïðàâèé A − ìîäóëü }Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ l.gl.dim A:
l.gl.dim A = sup{proj.dimAM : M � ëiâèé A − ìîäóëü }2.4. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêè â M5(D)ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòiÎçíà÷åííÿ 2.4.1. Ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíèì, ÿêùî äëÿäîâiëüíèõ éîãî ïiäìîäóëiâ K, L, N ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

K ∩ (L + N) = K ∩ L + K ∩ N.Î÷åâèäíî, ùî ïiäìîäóëü òà �àêòîðìîäóëü äèñòðèáóòèâíîãî ìîäóëÿ ¹äèñòðèáóòèâíèì. Ìîäóëü íàçèâà¹òüñÿ íàïiâäèñòðèáóòèâíèì, ÿêùî âií ¹ïðÿìîþ ñóìîþ äèñòðèáóòèâíèõ ìîäóëiâ. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ íàïiâäèñòðè-áóòèâíèì ñïðàâà (çëiâà), ÿêùî ïðàâèé (ëiâèé) ðåãóëÿðíèé ìîäóëü AA (AA)¹ íàïiâäèñòðèáóòèâíèì. Íàïiâäèñòðèáóòèâíå ñïðàâà òà çëiâà êiëüöå íàçèâà¹-òüñÿ íàïiâäèñòðèáóòèâíèì.Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé ëàíöþãîâèé ìîäóëü ¹ äèñòðèáóòèâíèì ìîäóëåì òàêîæíèé íàïiâëàíöþãîâèé ìîäóëü ¹ íàïiâäèñòðèáóòèâíèì ìîäóëåì.Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Êiëüöå åíäîìîð�içìiâ íåðîçêëàäíîãî ïðîåêòèâíîãî ìî-äóëÿ íàä íàïiâäîñêîíàëèì êiëüöåì íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì êiëüöåì åíäîìîð-�içìiâ.Ìè áóäåìî ïèñàòè SPSD-êiëüöå A äëÿ íàïiâäîñêîíàëîãî íàïiâäèñòðèáó-òèâíîãî êiëüöÿ A.Îçíà÷åííÿ 2.4.3. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ íàïiâìàêñèìàëüíèì, ÿêùî âî-íî ¹ íàïiâäîñêîíàëèì íàïiâïåðâèííèì íåòåðîâèì êiëüöåì òàêèì, ùî äëÿ äî-âiëüíîãî ëîêàëüíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ A êiëüöå eAe ¹ äèñêðåòíî íîðìîâàíèìêiëüöåì (íå îáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíèì), òîáòî âñi ãîëîâíi êiëüöÿ åíäîìîð�i-çìiâ êiëüöÿ A ¹ äèñêðåòíî íîðìîâàíèìè êiëüöÿìè.Òâåðäæåííÿ 2.4.4. Íàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå ¹ ïðÿìèì äîáóòêîìñêií÷åííîãî ÷èñëà ïåðâèííèõ íàïiâìàêñèìàëüíèõ êiëåöü.Òåîðåìà 2.4.5. Íàñòóïíi óìîâè äëÿ íàïiâäîñêîíàëîãî íàïiâïåðâèííîãîíåòåðîâîãî ñïðàâà êiëüöÿ A åêâiâàëåíòíi:
• (a) êiëüöå A � íàïiâäèñòðèáóòèâíå;
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• (b) êiëüöå A ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì íàïiâïðîñòîãî àðòiíîâîãî êiëüöÿ òàíàïiâìàêñèìàëüíîãî êiëüöÿ.Òåîðåìà 2.4.6. Êîæíå íàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå içîìîð�íå ñêií÷åííî-ìó ïðÿìîìó äîáóòêó ïåðâèííèõ êiëåöü íàñòóïíîãî âèãëÿäó

A =








O πα12O · · · πα1nO

πα21O O · · · πα2nO... ... . . . ...
παn1O παn2O · · · O








, (2.3)äå n > 1, O � äèñêðåòíî íîðìîâàíå êiëüöå ç ïðîñòèì åëåìåíòîì π, αij �öiëi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî αij +αjk > αik äëÿ âñiõ i, j, k òà αii = 0 äëÿâñiõ i.Îçíà÷åííÿ 2.4.7. Ïåðâèííå ïàïiâìàêñèìàëüíå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ ÷åðåïè-÷íèì ïîðÿäêîì.Ç òåîðåì 2.4.5 òà 2.4.6 îòðèìó¹ìî, ùî ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê � öå ïåðâèííåíåòåðîâå ñïðàâà SPSD− êiëüöå ç íåíóëüîâèì ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mn(B) êiëüöå âñiõ n × n ìàòðèöü íàä êiëüöåì B.Îçíà÷åííÿ 2.4.8. Öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ E = (αij) ∈ Mn(Z) íàçèâà¹òüñÿ
• ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ, ÿêùî E - ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ i αij +αjk > αik òà

αii = 0 äëÿ âñiõ i, j, k;
• çâåäåíîþ ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ, ÿêùî αij + αji > 0 äëÿ âñiõ i, j i 6= j.Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ: A = {O, E(A)}, äå E(A) = (αij)� ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ êiëüöÿ A, òîáòî

A =

n∑

i,j=1

eijπ
αij O,äå eij � ìàòðè÷íi îäèíèöi. ßêùî ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê çâåäåíèé, òîáòî A/R(A)¹ ïðÿìèì äîáóòêîì òië, òî αij + αji > 0 ïðè i 6= j, òîáòî ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ

E(A) ¹ çâåäåíîþ. Òóò R(A) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ A.×åðåïè÷íèé ïîðÿäîê A ìà¹ êëàñè÷íå êiëüöå ÷àñòîê Q = Mn(D), äå D �êëàñè÷íå òiëî ÷àñòîê äèñêðåòíî íîðìîâàíîãî êiëüöÿ O.Îçíà÷åííÿ 2.4.9. Íåõàé A � ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê. Ïðàâîþ (ëiâîþ) A-ãðàòêîþ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèé (ëiâèé) A-ìîäóëü, ÿêèé ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèìâiëüíèì O-ìîäóëåì.Çîêðåìà, âñi ñêií÷åííîïîðîäæåíi ïðîåêòèâíi A-ìîäóëi ¹ A-ãðàòêàìè.Ñåðåä âñiõ A-ãðàòîê âèäiëÿþòüñÿ òàê çâàíi íåçâiäíi A-ãðàòêè, òîáòî A-ãðàòêè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðîñòîìó ïðàâîìó (ëiâîìó) Q-ìîäóëi U (âiäï. V ).Öi ãðàòêè óòâîðþþòü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó Sr(A) (âiäï. Sl(A))



2.4. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêè â M5(D) ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi 45âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ. Áóäü-ÿêà ïðàâà (âiäï. ëiâà) íåçâiäíà A-ãðàòêà M (âiäï.
N), ÿêà ëåæèòü â U (âiäï. â V ), ¹ A-ìîäóëåì ç O-áàçèñîì (πα1e1, . . . , π

αnen),ïðè÷îìó
{

αi + αij > αj , ÿêùî (α1, . . . , αn) ∈ Sr(A)
αj + αij > αi ÿêùî (α1, . . . , αn)T ∈ Sl(A)

(2.4)äå áóêâà T îçíà÷à¹ îïåðàöiþ òðàíñïîíóâàííÿ.Äëÿ íàøèõ öiëåé äîñèòü ðîçãëÿíóòè çâåäåíèé ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê A. Âöüîìó âèïàäêó åëåìåíòè Sr(A) (Sl(A)) çíàõîäÿòüñÿ â ái¹êòèâíié âiäïîâiäíîñòiç ÷iëî÷èñåëüíèìè ðÿäêàìè âåêòîðiâ ~a = (α1, . . . , αn) (ñòîâï÷èêàìè âåêòîðiâ
~aT = (α1, . . . , αn)T ), äå ~a i ~aT çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 2.4. Ìè áóäåìî çàïèñó-âàòè E(M) = (α1, . . . , αn) àáî M = (α1, . . . , αn), ÿêùî M ∈ Sr(A).Íåõàé ~b = (β1, . . . , βn). Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ~a 4 ~b â Sr(A) âèçíà÷à¹òüñÿíàñòóïíèì ÷èíîì:

~a 4 ~b ⇐⇒ αi > βiäëÿ i = 1, . . . , n.Îñêiëüêè êiëüöå A ¹ íàïiâäèñòðèáóòèâíèì, òî Sr(A) òà Sl(A) ¹ äèñòðèáó-òèâíèìè ãðàòêàìè âiäíîñíî äîäàâàííÿ òà ïåðåòèíó.Òâåðäæåííÿ 2.4.10. Íåõàé X1, X2, X3 � âñi ìàêñèìàëüíi ïiäìîäóëi íå-çâiäíîãî i íåïðîåêòèâíîãî Λ-ìîäóëÿ M ç E(M) = (α1, . . . , αn) òà E(Xi) =

= E(M) + eji
, äå ek = (0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

k−1

, 1, 0, . . . , 0). Òîäi P (M) =
3⊕

i=1

παji Pji
òà M =

=
3∑

i=1

παji Pji
.Òåîðåìà 2.4.11. Íåõàé M1, M2, M3 � ïiäìîäóëi äèñòðèáóòèâíîãî ìî-äóëÿ M =

3∑

i=1

Mi òà åïiìîð�içì ϕ :
3⊕

i=1

Mi 7→ M äi¹ çà ïðàâèëîì
ϕ(m1, m2, m3) = m1 + m2 + m3. Òîäi

ker ϕ = {(y1, y2, y3) | yi =
∑

j 6=i

mij ,

mij = −mji ∈ Mi ∩ Mj}.Íàñëiäîê 2.4.12. Íåõàé M � íåçâiäíèé Λ-ìîäóëü i P (M) =
3⊕

i=1

παji Pji
,

M =
3∑

i=1

παji Pji
. Òîäi ÿäðî åïiìîð�içìó ϕ : P (M) 7→ M äîðiâíþ¹

ker ϕ = {(y1, y2, y3) | yi =
∑

k 6=i

mik,
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mik = −mki ∈ παji Pji

∩ παjk Pjk
}.Íåõàé Λ = {O, E(Λ) = (αij)} � ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê â M5(D) i d =

5∑

i,j=1

αij .Íèæ÷å íàâåäåíî ç òî÷íiñòþ äî içîìîð�içìó âñi ÷åðåïè÷íi ïîðÿäêè â M5(D)ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.d = 10








0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0









gl.dim Λ = 1d = 11








0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 12








0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 12








0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 3
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0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 13 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 13 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 1 1 0 1
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 14 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 14 







0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 14 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
2 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2
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0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 1
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 14 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 2 1 0 0
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 15 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 15 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 0
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 15 







0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 4d = 15 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 2 2 1 0









gl.dim Λ = 3
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0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 1
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 15 







0 0 0 0 0
1 0 1 1 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 15 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 1
2 1 1 0 0
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 0
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 2 2 1 0









gl.dim Λ = 2
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0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 0
2 2 2 1 0









gl.dim Λ = 4d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
2 2 1 0 0
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 1
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
2 2 2 1 0









gl.dim Λ = 4d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
2 1 1 0 1
2 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 16 







0 0 0 0 0
1 0 1 1 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 1
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 3
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0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 1
2 1 1 0 1
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 17 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 2 1 0 0
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 17 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 0
3 2 2 1 0









gl.dim Λ = 4d = 17 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 1
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 17 







0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
2 1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 2 2 1 0









gl.dim Λ = 3d = 17 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
2 2 1 0 0
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 4
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0 0 0 0 0
1 0 1 1 0
2 1 0 0 0
2 2 1 0 1
2 1 1 1 0









gl.dim Λ = 4d = 18 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 2 1 0 0
3 2 2 1 0









gl.dim Λ = 3d = 18 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
3 2 1 0 0
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 3d = 18 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 2 1 0 1
3 2 1 1 0









gl.dim Λ = 2d = 19 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 2 1 0 0
3 3 2 1 0









gl.dim Λ = 3d = 20 







0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 2 1 0 0
4 3 2 1 0









gl.dim Λ = 2



2.4. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêè â M5(D) ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi 53Îá÷èñëèìî ãëîáàëüíó ðîçìiðíiñòü îäíîãî ç âèùå íàâåäåíèõ ÷åðåïè÷íèõïîðÿäêiâ.
Íåõàé Λ = {O, E(Λ) = (αij)} �çâåäåíèé ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê ç ìàòðèöåþïîêàçíèêiâ.
E(Λ) =









0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
2 2 1 0 0
3 2 1 1 0









�åøiòêà âñiõ íåçâiäíèõ ìîäóëiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ â íåçâiäíîìó ìîäóëi (00000)ìà¹ âèãëÿä
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(00000)P1

(10000)R1 = P2

(11000)R2

(21000) (11100) (11010)

(21100) (21010)P3 (11110)

(22100)P4 (21110)R3 (11111)πP1

(22110)R4 (21111)πR1

(32110)P5 (22111)πR2

(32111) (22211) (22121)

... ... ...Âèïèøåìî ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíòè âñiõ ïðîñòèõ ìîäóëiâ.Ïðîåêòèâíèì íàêðèòòÿì ìîäóëÿ Ui = Pi/Ri (i = 1, ..., 5) ¹ ìîäóëü Pi, òîáòî
P (Ui) = Pi.Îòæå, ìà¹ìî òî÷íi êîðîòêi ïîñëiäîâíîñòi
0 Ri Pi Ui 0Îñêiëüêè R1 = P2 � ïðîåêòèâíèé ìîäóëü, òî òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 P2 P1 U1 0



2.4. ×åðåïè÷íi ïîðÿäêè â M5(D) ñêií÷åííî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi 55¹ ïðîåêòèâíîþ ðåçîëüâåíòîþ ìîäóëÿ U1.Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî pdU1 = 1.Ìîäóëü R2 ìà¹ 3 ìàêñèìàëüíèõ ïiäìîäóëi i P (R2) = πP1⊕P3⊕P4, ïðè÷îìó
πP1 + P3 + P4 = R2. Ç êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè òî÷íèõ ðÿäêiâ òà 2-ãî i 3-ãîòî÷íèõ ñòîâá÷èêiâ

0 0 0

0 πP1 ∩ P3 πP1 ∩ P3 0 0

0 K πP1 ⊕ P3 ⊕ P4 πP1 + P3 + P4 = R2 0

0 (πP1 + P3) ∩ P4 (πP1 + P3) ⊕ P4 πP1 + P3 + P4 = R2 0

0 0 0çà ëåìîþ 3 × 3 îòðèìó¹ìî êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü
0 πP1 ∩ P3 K (πP1 + P3) ∩ P4 0äå K � ÿäðî åïiìîð�içìó πP1 ⊕ P3 ⊕ P4 −→ R2, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì

ϕ(m1, m2, m3) = m1 + m2 + m3, πP1 ∩ P3 = (21111) = πP2 � ïðîåêòèâíèéìîäóëü, (πP1 + P3) ∩ P4 = (22110) = R4.Äëÿ ìîäóëiâ πP1 ∩ P3 òà (πP1 + P3) ∩ P4 ìà¹ìî òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi
0 πP2 πP1 ∩ P3 0

0 π2P2 π2P1 ⊕ P5 (πP1 + P3) ∩ P4 0Òîäi ìà¹ìî íàñòóïíó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó ç òî÷íèìè ðÿäêàìè i ñòîâï÷è-êàìè
0 0

0 π2P2 π2P2 0

0 πP2 πP2 ⊕ π2P1 ⊕ P5 π2P1 ⊕ P5 0

0 πP1 ∩ P3 K (πP1 + P3) ∩ P4 0

0 0 0
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0 R2 P2 U2 0

0 K πP1 ⊕ P3 ⊕ P4 R2 0

0 π2P2 πP2 ⊕ π2P1 ⊕ P5 K 0îòðèìó¹ìî ïðîåêòèâíó ðåçîëüâåíòó ìîäóëÿ U2

0 π2P2 πP2 ⊕ π2P1 ⊕ P5 πP1 ⊕ P3 ⊕ P4 P2 U2 0

K R2

0 0 0Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíòè ìîäóëiâ U3, U4, U5:
0 π3P2 π3P1 ⊕ πP5 πP3 ⊕ πP4 πP2 ⊕ P5 P3 U3 0

πR4 R5 R3

0 0 0 0

0 π2P2 π2P1 ⊕ P5 P4 U4 0

R4

0 0

0 π3P2 π3P1 ⊕ πP5 πP3 ⊕ πP4 P5 U5 0

πR4 R5

0 0 0Îòæå, ïðîåêòèâíi ðîçìiðíîñòi ïðîñòèõ Λ � ìîäóëiâ íàñòóïíi:
pdU1 = 1, pdU2 = 3, pdU3 = 4, pdU4 = 2, pdU5 = 3.Îñêiëüêè

gl.dimΛ = pdΛ(Λ/R) = pdΛ

(
5⊕

i=1

Ui

)

= max
i

pdΛUi,òî
gl.dim Λ = 4.Çàóâàæåííÿ. Íàâåäåíèé âèùå ñïèñîê ÷åðåïè÷íèõ ïîðÿäêiâ â ñêií÷åííî¨ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi ñïiâïàäà¹ çi ñïèñêîì Ôóäæiiòè â [12℄.
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