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Передмова
Пропонованй посiбник мiстить завдання до практичних занять з нор-

мативної дисциплiни "Математичний аналiз". Вiн охоплює такi теми, що
вивчаються на механiко-математичному факультетi в четвертому семестрi:
"Невласнi iнтеграли, що залежать вiд параметра", "Кратнi iнтеграли", "Iн-
теграли по многовидах. Теорема Стокса", "Ряди та iнтеграл Фур’є".

Виконання кожного практичного заняття передбачає:
1. Вивчення вiдповiдного лекцiйного матерiалу; пiдготовку вiдповiдей на

контрольнi запитання, що передують задачам у кожнiй роботi та охоплюють
основнi теоретичнi положення, необхiднi для розв’язання задач.

2. Розв’язання студентами бiля дошки пiд керiвництвом викладача трьох –
п’яти основних задач (позначених лiтерою "О"). Коментуючи розв’язання
цих задач, викладач акцентує увагу на типових прийомах i методах.

3. Самостiйне розв’язання студентами трьох – п’яти простiших задач
(позначених лiтерою "С"). У разi необхiдностi викладач допомагає студен-
там або дає потрiбну консультацiю.

4. Виконання студентами домашнього завдання, що складається з обов’яз-
кових загальних для всiх задач та з iндивiдуальних завдань (позначених
лiтерою "I").

5. Для зацiкавлених студентiв в аудиторну частину включенi складнiшi
додатковi задачi (позначенi лiтерою "Д"), що дають поглиблене уявлення
про поняття, якi вивчаються.

Слiд пiдкреслити, що самостiйне виконання домашнього завдання є не-
обхiдною умовою успiшного оволодiння матерiалом курсу.

У четвертому семестрi проводиться колоквiум з теми "Невласнi iнтегра-
ли, що залежать вiд параметра. Кратнi iнтеграли". Передбачається також
проведення трьох самостiйних робiт на практичних заняттях. Докладну про-
граму курсу на четвертий семестр наведено на стор. 90.

При пiдготовцi цього методичного посiбника використанi матерiали пiд-
ручникiв i задачникiв, список яких див. на стор. 93.
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Заняття 1
Рiвномiрна збiжнiсть невласних iнтегралiв

Контрольнi запитання
1) Означення рiвномiрно збiжних невласних iнтегралiв по необмеженому

промiжку та вiд необмеженої функцiї.
2) Ознаки Вейєрштрасса, Дiрiхле та Абеля рiвномiрної збiжностi невлас-

них iнтегралiв.

A 1

1.1. (О) Дослiдити рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв на множинiMi, i = 1, 2 :

1)
+∞∫
1

dx
xα , M1 = [2,+∞), M2 = (1,+∞);

2)
1∫
0

dx
xα , M1 =

(
0, 1

2

)
, M2 = (0, 1).

1.2. (С) Нехай 0 < a < b. Довести, що iнтеграл
+∞∫
0

αe−αx dx :

а) збiгається рiвномiрно на вiдрiзку [a, b];
б) збiгається нерiвномiрно на [0, b].

1.3. (С) Довести, що iнтеграл
+∞∫
0

e−|x−α| dx :

а) збiгається рiвномiрно на вiдрiзку [0, 1];
б) збiгається нерiвномiрно на [0,+∞].

1.4. (О) За допомогою ознак Вейєрштрасса, Дiрiхле чи Абеля довести рiв-
номiрну збiжнiсть iнтегралiв на множинi M :

1)
+∞∫
1

xα exp(−xα) dx,

M =
[
1
2
, 2
]

;

2)
+∞∫
0

sinαx
1 + α2 + xα dx,

M =
[
3
2
,+∞

)
;

3)
+∞∫
0

sinα2x dx
α+ x

, M=
[
1
3
,+∞

)
;

4)
1∫
0

x−α sin 1
x
dx, M = (0, 1);

5)
+∞∫
1

cosα2x√
x

· arctgαxdx,

M =
(
−∞,−1

2

)
∪
(

1
2
,+∞

)
;

6)
+∞∫
0

sinx
x

· e−αx dx,

M = [0,+∞).
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1.5∗. (Д) Сформулювати вiдповiдне означення рiвномiрної збiжностi не-
власного iнтеграла зi змiнною особливiстю та перевiрити, чи збiгаються
наведенi iнтеграли рiвномiрно на множинi M :

1)
1∫
0

dx
|x− α|α , M =

[
1
3
, 2
3

]
;

2)
1∫
0

sinαx√
|x− α|

dx, M = [0, 1];

3)
2∫
1

dx
| lnαx|α , M =

[
1
2
, 2
3

]
.

B 1

1.6. (О) Довести, що iнтеграл Дiрiхле I(α) =
+∞∫
0

sinαx
x

dx :

а) збiгається рiвномiрно на кожному вiдрiзку, що не мiстить точки α = 0;
б) збiгається нерiвномiрно на кожному вiдрiзку, що мiстить точку α = 0.

1.7. (О) Довести, що iнтеграл
+∞∫
0

dx

xα + 1
збiгається нерiвномiрно на промiжку (1,+∞).
1.8. (О) Дати означення нерiвномiрної збiжностi невласного iнтеграла

+∞∫
a

f(x, α) dx

на промiжку (c, d).
1.9. (I) Довести рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв на вказанiй множинi M :

1)
+∞∫
1

dx
xα + x

√
x
, M =

(
3
2
,+∞

)
;

2)
+∞∫
0

e−αx cosα2x dx,

M =
[

1
100

,+∞
)

;

3)
2∫
1

dx
(2− x)α , M =

(
−∞, 1

3

)
;

4)
+∞∫
−∞

e−(x−α)2 dx,

M = [−n, n], n ∈ N;

5)
1∫
0

e−αx2
dx

(1− x2)α , M =
(

0, 2
3

]
;

6)
+∞∫
−∞

sinαx2

1 + x2 dx, M = R;

7)
+∞∫
0

dx
(x− α)2 + 2

,

M = [0, 1000];

8)
+∞∫
1

lnα x
x5/4 dx, M = [0, 50];

9)
2∫
0

xα dx
3
√

(x− 1)(x− 2)2
,

M =
(
−1

2
, 1
2

)
;

10)
+∞∫
0

xαe−x

1 + x
, M =

[
−1

2
, 2
]
.

1.10. (I) Довести рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв на вказанiй множинi M :

1)
+∞∫
0

sinαx2 dx, M = (−∞, 1) ∪ (1,+∞);
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2)
+∞∫
0

x sinαx3 dx, M = [2,+∞);

3)
+∞∫
0

sin(exα) dx, M=(−∞,−1];

4)
+∞∫
0

sinαx2

1 + xα dx, M = [1,+∞);

5)
+∞∫
2

sinαx
lnx

, M = {α| |α| ≥ 3};

6)
+∞∫
1

1 + αx2

1 + x
cosαx3 dx,

M = [2,+∞);

7)
1∫
0

cos 1
x
· dx
(sinx)α ,

M =
(
−∞, 3

2

)
;

8)
1∫
0

sin 1
x− 1

· dx
(1− x)α ,

M = (−∞, 1);

9)
+∞∫
0

cosαx
x−

√
x+ 1

dx, M = [1, 2];

10)
+∞∫
0

cosxα dx, M =
[
3
2
, 5
2

]
.

1.11. (I) Довести рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв на вказанiй множинi M :

1)
+∞∫
0

sinx2 ·arctgαxdx, M = R;

2)
+∞∫
1

e−αx · cosx√
x
dx,

M = [0,+∞);

3)
+∞∫
0

sinx
x

· 1 + αx
1 + x

dx,

M =
[
1
2 , 2
]
;

4)
+∞∫
0

e−αx · sinx sinαx
x

dx,

M = [2,+∞);

5)
+∞∫
2

cosx√
x
· arctg(α tg x) dx,

M = R;

6)
+∞∫
10

sinx2

ln(αx)
dx, M =

[
1
5 ,+∞

)
;

7)
+∞∫
0

cosx2 · 1 +
√
αx

1 +
√
x
dx,

M = [0, 3];

8)
+∞∫
0

sinαx
x

· arcctg x
α
dx,

M = [
√

2,+∞);

9)
+∞∫
2

cosαx√
x

· ln(x+ α)
lnx

dx,

M =
[
− 3

2 ,−1
]
;

10)
+∞∫
0

sinαx
4
√
x

· x+ α ln(1 + x)
x+ 1

dx,

M = [1, 2].
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Заняття 2

Властивостi невласних iнтегралiв,
що залежать вiд параметра

Контрольнi запитання

1) Теореми про неперервнiсть за параметром i про граничний перехiд
пiд знаком iнтеграла для невласних iнтегралiв.

2) Теореми про диференцiйовнiсть та iнтегровнiсть по вiдрiзку за пара-
метром для невласного iнтеграла.

3) Iнтеграл Фрулланi.

A 2

2.1. (О) Нехай для функцiї f : [0,+∞) → R невласний iнтеграл
+∞∫
0

f(x) dx

збiгається. Довести, що при кожному α ≥ 0 iнтеграл

I(α) :=
+∞∫
0

e−αxf(x) dx

збiгається i

lim
α→0+

I(α) =
+∞∫
0

f(x) dx.

2.2. (О) Довести неперервнiсть на множинi M функцiй:

1) I(α) :=
+∞∫
0

e−αx sin
√
x dx, α ∈M = (0,+∞);

2) I(α) :=
+∞∫
1

cosx
x

e−αx dx, α ∈M = [0,+∞).

2.3. (О) Довести, що функцiя

I(α) :=
+∞∫
0

cosx
1 + (x+ α)2

dx, α ∈ R,

диференцiйовна на R.
2.4. (С) Довести, що функцiя

I(α) :=
+∞∫
1

cosx
x

e−αx dx

неперервно диференцiйовна на (0,+∞).
2.5. (О) Нехай a > 0, b > 0. Використовуючи рiвнiсть

e−ax − e−bx

x
=

b∫
a

e−αx dα, x > 0,
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обчислити iнтеграл
+∞∫
0

e−ax − e−bx

x
dx a > 0, b > 0.

2.6. (С) Для {a, b} ⊂ (0,+∞) обчислити iнтеграл
+∞∫
0

cos ax− cos bx
x

dx.

2.7. (Д) Обчислити iнтеграл
1∫
0

x2 dx

(1− x) ln2(1− x)
.

2.8. (Д) Чи можна перейти до границi пiд знаком iнтеграла у виразi

lim
α→0+

+∞∫
0

αe−αx dx?

2.9. (Д) Для неперервної обмеженої функцiї f : [0,+∞) → R довести рiвнiсть

lim
α→0+

2
π

+∞∫
0

αf(x)
x2 + α2 dx = f(0).

2.10∗. (Д) Дослiдити неперервнiсть функцiї

I(α) =
+∞∫
0

e−x

| sinx|α dx, α ∈ (0, 1).

2.11. (Д) Нехай

f(x, α) =


α3

x2
exp

(
−α

2

x

)
, x > 0, α ∈ R,

0, x = 0, α ∈ R.
Довести, що функцiя f має частиннi похiднi, неперервнi за кожною змiнною,
однак у точцi α = 0

d

dα

1∫
0

f(x, α) dx 6=
1∫
0

f ′α(x, α) dx.

2.12. (Д) Довести, що для функцiї

f(x, α) =


x−2, 0 < α < x < 1,

−α−2, 0 < x < α < 1,

0, у рештi точок,
1∫
0

(
1∫
0

f(x, α) dx
)
dα 6=

1∫
0

(
1∫
0

f(x, α) dα
)
dx,

хоча всi iнтеграли збiгаються.

9



B 2

2.13. (I) Довести неперервнiсть функцiї I на множинi M :

1) I(α) =
+∞∫
0

arctgαx
1 + x4 dx,

M = R;

2) I(α) =
+∞∫
0

cosαx
1 + x2 dx,

M = R;

3) I(α) =
+∞∫
−∞

exp(−(x− α)2) dx,

M = R;

4) I(α) =
+∞∫
−∞

x2 sinαx
1 + x4 dx,

M = R;

5) I(α) =
+∞∫
0

αe−α2x2
dx,

M = [0,+∞);

6) I(α) =
1∫
0

x+ α
x1−α dx,

M = [0,+∞);

7) I(α) =
1∫
0

lnα(1 + x2) dx,

M =
(
−1

2
,+∞

)
;

8) I(α) =
+∞∫
0

x3

1 + xα dx,

M = (4,+∞);

9) I(α) =
+∞∫
1

cosx
xα + xα/2 dx,

M = (0,+∞);

10) I(α) =
π∫
0

sinx
xα(π − x)α dx,

M = (0, 2).

2.14. (I) Довести неперервну диференцiйовнiсть функцiї I на множинi M :

1) I(α) =
+∞∫
1

cosαx− cos 2αx
x2 dx,

M = (0,+∞);

2) I(α) =
+∞∫
1

sin2 αx
x2 dx,

M = (0,+∞);

3) I(α) =
+∞∫
1

1− cosαx
x2 dx,

M = (0,+∞);

4) I(α) =
1∫
0

xα · lnn x dx, n ∈ N,

M = (−1,+∞);

5) I(α) =
+∞∫
1

1− exp(−αx2)
x2 dx,

M = (0,+∞);

6) I(α) =
+∞∫
1

1− e−αx

x
· e−x dx,

M = (−1,+∞);

7) I(α) =
+∞∫
0

xn exp(−αxn) dx,

n ∈ N, M = (0,+∞);

8) I(α) =
+∞∫
−∞

x2n exp(−αx2) dx,

M = (0,+∞);

9) I(α) =
+∞∫
1

arctgαx− arctg 2αx
x

dx, M = (0,+∞);

10) I(α) =
+∞∫
1

e−αx − e−2αx

x
cosx dx, M = (0,+∞).
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2.15. (I) Довести iнтегровнiсть функцiї I по вiдрiзку M :

1) I(α) =
3∫
2

dx
(3− x)α dx,

M =
[
−3, 1

2

]
;

2) I(α) =
+∞∫
1

dx
x2α + ln(1 + x)

dx,

M =
[
3
4
, 4
3

]
;

3) I(α) =
+∞∫
−∞

exp(−(x− α)4) dx,

M = [−5, 6];

4) I(α) =
+∞∫
0

cosαx
1 + α3 + xα dx,

M =
[
3
2
, 5
2

]
;

5) I(α) =
+∞∫
1

xα exp(−x2α) dx,

M =
[
1
2
, 2
]

;

6) I(α) =
+∞∫
1

cosα4x
3
√
x

arctgαxdx,

M =
[
−1,−1

2

]
;

7) I(α) =
+∞∫
0

sinα2x
x+ α

dx,

M =
[
1
3
, 3
]

;

8) I(α) =
1∫
0

arctgαx
(1− x3)α dx,

M =
[
0, 2

3

]
;

9) I(α) =
+∞∫
0

dx
(x+ α)3+α + 1

,

M = [0, 5];

10) I(α) =
10∫
1

lnα x
x
√
x
dx,

M =
[
−1

2
, 1
2

]
.

2.16. (I) Для довiльних чисел a > 0, b > 0 обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
0

exp(−ax2)− exp(−bx2)
x

dx;

2)
+∞∫
0

arctg ax− arctg bx
x

dx;

3)
+∞∫
0

arctg ax2 − arctg bx2

x
dx;

4)
+∞∫
0

sin ax2 − sin bx2

x
dx;

5)
+∞∫
0

arcctg ax− arcctg bx
x

dx;

6)
+∞∫
0

sin a
√
x− sin b

√
x

x
dx;

7)
+∞∫
0

cos a
√
x− cos b

√
x

x
dx;

8)
+∞∫
0

(ax+ 1)−3/2 − (bx+ 1)−3/2

x
dx;

9)
+∞∫
0

(
1√

ax+ 1
− 1√

bx+ 1

)
· dx
x

;

10)
+∞∫
0

(arctg ax)2 − (arctg bx)2

x
dx.
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Заняття 3
Властивостi невласних iнтегралiв,
що залежать вiд параметра (продовження)

Контрольнi запитання
1) Значення iнтегралiв Дiрiхле та Ойлера – Пуассона.
2) Теорема про iнтегрування за параметром по пiвосi.

A 3

3.1. (О) Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
0

sin2 αx
x2 dx, α ∈ R;

2)
+∞∫
0

1− cosαx
x2 dx, α ∈ R;

3)
+∞∫
0

1− e−αx2

x2 dx, α > 0;

4)
+∞∫
−∞

exp(−2x2 + 10x+ 3) dx;

5)
+∞∫
0

e−αx2 − e−βx2

x2 dx,

α > 0, β > 0.

3.2∗. (Д) Диференцiюванням за параметром α функцiї

I(α) =
+∞∫
0

sinαx
x

e−βx dx, α > 0, β > 0,

обчислити iнтеграл Дiрiхле

D(α) =
+∞∫
0

sinαx
x

dx, α ∈ R.

3.3∗. (Д) Використовуючи спiввiдношення
1

1 + x2
=

+∞∫
0

e−y(1+x2) dy, x ∈ R,

обчислити iнтеграл Лапласа

L(α) =
+∞∫
0

cosαx
1 + x2 dx, α ∈ R.

3.4∗. (Д) Використовуючи спiввiдношення
1
√
x

=
2√
π

+∞∫
0

e−xy2
dy, x > 0,

обчислити iнтеграли Френеля:

I1 =
+∞∫
0

sinx2 dx = 1
2

+∞∫
0

sinx√
x
dx;

I2 =
+∞∫
0

cosx2 dx = 1
2

+∞∫
0

cosx√
x
dx.
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3.5. (Д) Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
0

x− sinx
x3 dx; 2)∗

+∞∫
0

dx

ex2 (
x2 + 1

2

)2 .
B 3

3.6. (О) Довести, що iнтеграл

I(α) =
+∞∫
0

e−x2
cosαxdx, α ∈ R,

є розв’язком задачi Кошi

I ′(α) = −1
2
αI(α), α ∈ R; I(0) =

√
π

2
;

i обчислити його.
3.7. (I) Обчислити iнтеграли:

1)
+∞∫
0

cosαx− cosβx
x2 dx;

2)
+∞∫
0

1− e−αx

x
· e−x dx, α > 0;

3)
+∞∫
0

xne−αx dx, n ∈ N, α > 0;

4)
+∞∫
−∞

x2ne−αx2
dx, n ∈ N, α > 0;

5)
+∞∫
0

e−αx − e−βx

x
cosx dx,

α > 0, β > 0;

6)
+∞∫
1

xα lnn x dx, n∈N, α < −1;

7)
+∞∫
0

e−αx2 − cosβx
x2 dx, α > 0;

8)
+∞∫
0

(
sinαx
x

)3

dx, α > 0.

3.8. (I) Обчислити iнтеграли:

1)∗
+∞∫
0

exp
(
−
(
x2 + α2

x2

))
dx,

α > 0;

2)
+∞∫
0

sinαx sinβx
x

dx;

3)
+∞∫
0

sinαx cosβx
x

dx,

α > β > 0;

4)
+∞∫
0

sin3 αx
x

dx, α > 0;

5)
+∞∫
0

sin4 αx− sin4 βx
x

dx,

α > 0, β > 0;

6)
+∞∫
0

1
x

(
e−αx2

+ e−βx2
+

+e−γx2 − 3e−δx2
)
dx,

{α, β, γ, δ} ⊂ (0,+∞);

7)
+∞∫
−∞

x2e−(x2+x) dx;

8)
+∞∫
−∞

xe−(x2−x) dx.
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Заняття 4
Ойлеровi iнтеграли

Контрольнi запитання
1) Означення Γ- i B-функцiй Ойлера.
2) Елементарнi властивостi ойлерових iнтегралiв: значення Γ

(
1
2

)
, Γ(n),

n ∈ N; функцiональнi рiвняння для Γ-функцiї; зв’язок мiж Γ- i
B-функцiями.

A 4

4.1. (О) Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

x2ne−x2
dx, n ∈ N.

4.2. (С) Нехай

I(α) =
+∞∫
0

exp(−xα) dx, α > 0.

1) Виразити функцiю I через Γ-функцiю Ойлера.
2) Знайти lim

α→+∞
I(α).

4.3. (О) Звести iнтеграл
π/2∫
0

sin6 x cos4 x dx

до Γ-функцiї та обчислити його.
4.4. (С) Звести iнтеграли до Γ-функцiї та обчислити:

1)
1∫
0

√
x− x2 dx; 2)

1∫
0

dx
α
√

1− xα
, α > 1.

4.5. (О) Знайти значення α, β, за яких збiгаються iнтеграли. Виразити
iнтеграли через ойлеровi та обчислити їх:

1)
+∞∫
0

xα−1

(1 + x)α+β dx; 2)
+∞∫
0

xα−1

1 + xβ dx.

4.6∗. (Д) Довести, що для кожного n ∈ N має мiсце рiвнiсть
n∏

m=1

+∞∫
0

xm−1 exp(−xn) dx = n−(n+ 1
2 )(2π)

n−1
2 .

4.7∗. (Д) Довести формулу Ойлера
+∞∫
0

xβ−1 exp(−λx cosα) cos(λx sinα) dx = Γ(β)λ−β cosαβ,
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де α ∈
(
−π

2
, π
2

)
, β > 0, λ > 0.

4.8. (Д) Для a > 0 i n ∈ N знайти довжину дуги кривої

rn = an cosnϕ, |ϕ| ≤ π

2n
.

B 4

4.9. (О) 1) Довести, що Γ ∈ C(∞)((0,+∞)).
2) Довести, що B ∈ C(∞)((0,+∞)× (0,+∞)).

4.10. (I) Визначити множину тих α, за яких збiгаються iнтеграли. Виразити
iнтеграли через Γ-функцiю:

1)
+∞∫
0

xα exp(−xβ) dx, β > 0;

2)
1∫
0

(
ln 1
x

)α

dx;

3)
+∞∫
0

exp
(
− 1
x

)
· dx
xα ;

4)
+∞∫
0

2−xxα dx;

5)
+∞∫
1

3−x(x− 1)α dx;

6)
+∞∫
−∞

|x|α exp(−x4) dx;

7)
+∞∫
1

x(x2 − 1)α exp(−x2) dx;

8)
+∞∫
1

(lnx)α · dx
x2 ;

9)
+∞∫
0

xαe−
√

x dx.

4.11. (О) Довести рiвнiсть
+∞∫
0

e−x4
dx ·

+∞∫
0

x2e−x4
dx =

π

8
√

2
.

4.12. (I) Визначити множину тих α, за яких збiгаються iнтеграли. Виразити
iнтеграли через ойлеровi, обчислити:

1)
+∞∫
0

xα dx
(1 + x2)2

;

2)
+∞∫
0

x dx
2 + 3xα ;

3)
1∫
0

xα(1− x)
(x+ 1)α+3 dx;

4)
2∫
1

(x− 1)α(2− x)2

(x+ 2)α+4 dx;

5)
a∫
0

x2
√
a2 − x2 dx, a > 0;

6)
1∫
0

(1− xα)β dx, β > −1;

7)
1∫
0

x2(1− xα)β dx, β > −1;

8)
1∫
0

xα(1− x3) dx;

9)
+∞∫
0

dx
(x(1 + x))3/4 ;

10)
1∫
−1

((1 + x)2(1− x)2)α

(1 + x2)2α+1 dx.
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4.13. (О) Знайти площу фiгури, обмеженої кривою

r4 = sin3 ϕ cosϕ, ϕ ∈

[
0,
π

2

]
∪

[
π,

3π
2

]
.

4.14. (I) Визначити множину тих α, за яких збiгаються iнтеграли. Виразити
iнтеграли через ойлеровi, обчислити:

1)
π/2∫
0

tgα x dx; 2)
π∫
0

sinα x dx;

3)
π∫
0

dx√
3− cosx

dx (замiна cosx = 1− 2
√
t);

4)
π∫
0

(
sinx

1 + β cosx

)α−1

· dx
1 + β cosx

, 0 < β < 1

(замiна tg t
2

=
√

1− β
1 + β

· tg x
2
);

5)
+∞∫
−∞

x4e−x2
dx;

6)
+∞∫
0

xe−x3
dx;

7)
+∞∫
0

x−1/3e−
3√x dx;

8)
+∞∫
0

x2n+1e−x2
dx, n ∈ N;

9)
+∞∫
0

√
xe−(

√
x)3 dx.
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Заняття 5
Ойлеровi iнтеграли (продовження)

Контрольнi запитання
1) Диференцiйовнiсть Γ- i B-функцiй Ойлера, формули для похiдних.
2) Формула Вейєрштрасса для Γ-функцiї.
3) Розклад синуса в нескiнченний добуток.

A 5

5.1. (О) Виразити iнтеграли через Γ-функцiю та її похiднi, обчислити їх:

1)
+∞∫
0

xαe−ax lnx dx,

a > 0, α > −1;

2)
+∞∫
0

xα−1 lnx
1 + x

dx, 0 < α < 1.

5.2. (О) Обчислити iнтеграл
1∫
0

ln Γ(x) dx.

5.3. (О) Довести рiвнiсть
1∫
0

dx√
1− x4

·
1∫
0

x2 dx√
1− x4

=
π

4
.

5.4. (О) Знайти iнтеграл
+∞∫
0

cosαx
xβ

dx, α > 0, 0 < β < 1,

використовуючи рiвнiсть
1
xβ

=
1

Γ(β)

+∞∫
0

tβ−1e−xt dx, x > 0, β > 0.

5.5. (Д) Обчислити iнтеграл
1∫
0

ln Γ(x) · sinπx dx.

5.6. (Д) Знайти площу, обмежену кривою
|x|s + |y|s = as, s > 0, a > 0.

B 5
5.7. (I) Виразити iнтеграли через ойлеровi та їх похiднi, обчислити:

1)
+∞∫
0

e−x2
lnx dx;

2)
+∞∫
0

xα−1 ln 2x
1 + x

dx, 0 < α < 1;

3)
1∫
0

ln(− lnx) dx;

4)
+∞∫
0

xα−1 ln2 x
1 + x

dx, 0 < α < 1;

5)
+∞∫
0

x lnx
1 + x3 dx;

6)
+∞∫
0

ln2 x
1 + x4 dx;
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7)
+∞∫
0

xαe−βx ln2 x dx,

α > −1, β > 0;

8)
+∞∫
1

(lnx)α ln lnx
x2 dx, α > −1;

9)
+∞∫
0

xα−1 − xβ−1

(1 + x) lnx
dx

0 < α < 1, 0 < β < 1;

10)
+∞∫
0

xα−1e−x ln3 x dx, α > 0.

5.8. (О) Знайти iнтеграл
+∞∫
0

sinαx
xβ

dx, α ∈ R, 0 < β < 2,

використовуючи рiвнiсть
1

xβ = 1
Γ(β)

+∞∫
0

tβ−1e−xt dx, x > 0, β > 0.

5.9. (I) Виразити iнтеграли через похiднi B-функцiї:

1)
1∫
0

xα−1(1− x)β−1 lnx dx,

α > 0, β > 0;

2)
1∫
0

xα−1(1− x)β−1 ln(1− x) dx,

α > 0, β > 0;

3)
π∫
0

sinα x ln(sinx) dx, α > −1;

4)
π/2∫
0

sinα x cos2α x(ln(sinx)+

+2 ln(cosx)) dx, α > −1
2
;

5)
π/2∫
0

cosα x ln(cosx) dx, α > −1;

6)
+∞∫
0

xα−1 lnx
(1 + x)β dx, β > α > 0;

7)
+∞∫
0

xα−1 lnx
(a2 + x2)β dx,

2β > α > 0, a > 0;

8)
+∞∫
0

xα−1 ln2 x
(1 + x3)β dx, 3β > α > 0;

9)
1∫
0

xα−1(1− x)β−1 lnx×

× ln(1− x) dx, α > 0, β > 0.
5.10. (I) Використовуючи формулу Вейєрштрасса для Γ-функцiї, обчислити

нескiнченнi добутки
∞∏

n=1

(n+ α1)(n+ α2)
(n+ β1)(n+ β2)

за таких значень параметрiв:

1) α1 = α2 = 1, β1 = 1
2
, β2 = 3

2
;

2) α1 = α2 = 1
2
, β1 = 3

4
, β2 = 1

4
;

3) α1=−α2=−1
2
, β1=−β2=−3

4
;

4) α1 = 3, α2 = 5, β1 = 5
2
,

β2 = 11
2

;

5) α1 = 1
2
, α2 = 3

2
, β1 = β2 = 1.

5.11. (I) Використовуючи розклад синуса в нескiнченний добуток, розкла-
сти в нескiнченний добуток функцiї:

1) cosπα, α∈ R; 2) tg πα, α 6= n− 1
2
, n∈ Z.

5.12. (I) Обчислити нескiнченнi добутки
∞∏

n=1

(
1− α2

n2

)(
1− β2

n2

)
, якщо:

1) α = 1
3
, β = 1

6
; 2) α = 1

4
, β = 1

3
; 3) α = 5

4
, β = 5

6
.
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Заняття 6

Означення iнтеграла по брусу

Контрольнi запитання

1) Означення m-вимiрного бруса, його дiаметра та мiри.

2) Поняття розбиття й пiдрозбиття m-вимiрного бруса (m = 2, 3).
Дiаметр розбиття.

3) Означення сум Дарбу, iнтегральної суми.

4) Означення верхнього та нижнього iнтегралiв, iнтегровної функцiї та
iнтеграла по брусу.

A 6

6.1. (О) Нехай брус Q = [0, 1]× [0, 1], його розбиття λ(n) = λ1(n)× λ2(n)
породжене розбиттями вiдрiзкiв [0, 1] на координатних осях

λ1(n) =
{

0 <
1
n
<

2
n
< . . . <

n

n
= 1
}
,

λ2(n) =
{

0 <
1
2n

<
2
2n

< . . . <
2n − 1

2n
<

2n

2n
= 1
}
, n ≥ 1.

Описати розбиття λ(1), λ(2), λ(3). Чи є λ(3) пiдрозбиттям λ(2)? При якому
n розбиття λ(n+ 1) є пiдрозбиттям λ(n)? Обчислити дiаметр |λ(n)|.

6.2. (С) Нехай брус Q = [0, 2]× [0, 1], його розбиття λ(n) = λ1(n)× λ2(n)
породжене розбиттями вiдрiзкiв [0, 2] i [0, 1] на координатних осях

λ1(n) =
{

0 <
1
2n

<
2
2n

< . . . <
2 · 2n − 1

2n
<

2 · 2n

2n
= 2
}
,

λ2(n) =
{

0 <
1
2n

<
2
2n

< . . . <
2n − 1

2n
<

2n

2n
= 1
}
, n ≥ 0.

Визначити кiлькiсть елементiв розбиття λ(n) та обчислити його дiаметр
|λ(n)|. Показати, що розбиття λ(1) є пiдрозбиттям λ(0) i описати бруси
{Q(1, 0/i, j)} розбиття λ(1) як пiдрозбиття λ(0). Показати, що розбиття
λ(n+ 1) є пiдрозбиттям λ(n) при кожному n ≥ 0.

6.3. (С) Нехай розбиття λ(m,n) = λ1(m) × λ2(n) бруса Q = [0, 2] × [0, 1]
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породжене розбиттями вiдрiзкiв [0, 2] i [0, 1] на координатних осях

λ1(m) =
{

0 <
1
m
<

2
m
< . . . <

2m− 1
2m

<
2m
2m

= 2
}
,

λ2(n) =
{

0 <
1
n
<

2
n
< . . . <

n− 1
n

<
n

n
= 1
}
, m ≥ 1, n ≥ 1.

Для функцiй 1) f1(x1, x2) = x1−x2
2, 2) f2(x1, x2) = 1

1 + x1x2
, (x1, x2) ∈ Q :

а) обчислити L(fk, λ(m,n)), U(fk, λ(m,n));
б) для вiдмiчених точок

~ξ(i, j) =
(
i+ 1
m

,
j + 1
n

)
∈
[
i

m
,
i+ 1
m

]
×
[
j

n
,
j + 1
n

]
,

i = 0, 1, . . . , 2m− 1, j = 0, 1, . . . , n− 1,
записати iнтегральну суму S(fk, λ(m,n), {ξ(i, j)}), k = 1, 2.

6.4. (О) Обчислити нижнiй та верхнiй iнтеграли по брусу Q = [0, 1]× [0, 1]
вiд функцiй

а) f(x1, x2) = x1x2; б) g(x1, x2) = f(x1, x2) + h(x1 + x2), де

h(x1, x2) =

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

6.5. (Д) Довести, що для функцiї f ∈ C(Q) кожна нижня й кожна верхня
суми Дарбу є iнтегральними сумами.

B 6

6.6. (I) Нехай для бруса Q = [0, 1] × [0, 2] × [0, 3] задано його розбиття
λ(m,n) = λ1(n) × λ2(m) × λ3(n), породжене розбиттями вiдрiзкiв [0, 1],
[0, 2] i [0, 3] на координатних осях

λ1(n) =
{

0 <
1
n
<

2
n
< . . . <

n− 1
n

<
n

n
= 1
}
,

λ2(m) =
{

0 <
1
m
<

2
m
< . . . <

2m− 1
m

<
2m
m

= 2
}
,

λ3(n) =
{

0 <
1
2n

<
2
2n

< . . . <
3 · 2n − 1

2n
<

3 · 2n

2n
= 3
}
, m, n ≥ 1,

i вiдмiченi точки

~ξ(i, j, k) =
(
i+ 1
n

,
j

m
,
k

2n

)
∈
[
i

n
,
i+ 1
n

]
×
[
j

m
,
j + 1
m

]
×
[
k

2n
,
k + 1
2n

]
,

i = 0, . . . , n − 1, j = 0, . . . , 2m − 1, k = 0, . . . , 3 · 2n − 1. Записати
L(f, λ(m,n)), U(f, λ(m,n)), S(f, λ(m,n), {~ξ(i, j, k)}) для функцiй:
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1) f(~x) = x1x2 − x3;
2) f(~x) = x1 + x2x3;
3) f(~x) = x1 ln(1 + x2)− x3;
4) f(~x) = x3 sin πx1

2
cos πx2

4
;

5) f(~x) = (1 + x1)x2−x3 ;
6) f(~x) = x1

1 + x2x3
;

7) f(~x) =
(
x1x2

2

)1+x3

;

8) f(~x) = x1x2

1 + x3
;

9) f(~x) = x1 + x2

1 + x3
;

10) f(~x) = x1 − x2 − x3,

де ~x = (x1, x2, x3) ∈ Q.
6.7. (О) Нехай Q = [0, 1]× [1, 2]× [2, 3],

f(x1, x2, x3) =

1, {x1, x2, x3} ⊂ Q,

0 в iншому випадку.

Знайти нижнiй та верхнiй iнтеграли вiд функцiї f по брусу Q.
6.8. (I) Знайти нижнiй та верхнiй iнтеграли по брусу Q = [0, 1] × [0, 2] вiд
функцiї f :

1) f(~x) = (1− x1) sinx2;

2) f(~x) = x1(1− x2);

3) f(~x) = cosx1 sinx2;

4) f(~x) = x3
1(1− x2);

5) f(~x) = ex1−x2 ;

6) f(~x) =
∣∣∣∣x1 − 1

2

∣∣∣∣x2;

7) f(~x) = x1x
2
2;

8) f(~x) = x1

1 + x2
;

9) f(~x) = x1
√
x2;

10) f(~x) = x1 ln(1 + x2),

де ~x = (x1, x2) ∈ Q.
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Заняття 7
Обчислення iнтеграла по брусу.
Вимiрнi за Жорданом множини

Контрольнi запитання

1) Означення iнтеграла по m-вимiрному брусу.
2) Зведення iнтеграла поm-вимiрному брусу до повторного iнтегрування.
3) Означення вимiрної за Жорданом множини. Критерiй вимiрностi.

A 7

7.1. Обчислити iнтеграли:

1) (О)
∫

[−1,1]×[0,2]

(x2
1x2 +

√
x2) dx1dx2;

2) (О)
∫

[0,1]3
sin(x1 + x2 + x3) dx1dx2dx3;

3) (С)
∫

[−1,1]×[0,1]

(
|x1| cos πx2

2

)
dx1dx2;

4) (С)
∫

[0,1]×[1,2]×[1,3]

(x1x
2
3 + ex2) dx1dx2dx3.

7.2. (О) Нехай

A = {(x1, x2)|x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1}.

1) Для n ≥ 0 визначити множини A(n), A
(n), ∆A(n) i обчислити їх мiри

Жордана.
2) Знайти внутрiшню й зовнiшню мiри Жордана множини A, довести

вимiрнiсть множини та знайти мiру.

7.3. (С) Довести, що будь-яка обмежена пiдмножина прямої в R2 є вимiр-
ною за Жорданом i знайти її мiру.
7.4. (О) Знайти внутрiшню й зовнiшню мiри Жордана множини

A = [0, 1] ∩Q.
Чи вимiрна ця множина?
7.5. (Д) Довести, що прямокутник Q = [a, b]× [c, d] є вимiрною за Жорда-
ном множиною в R2 i має мiру m(Q) = (b− a)(d− c).
7.6. (Д) Чи завжди об’єднання злiченної сiм’ї вимiрних за Жорданом мно-
жин є вимiрною множиною?
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7.7. (Д) Канторова множина. Нехай α ∈ (0, 1). Означимо

A1 :=
(

1
2
− α

4
,
1
2

+
α

4

)
, K1 := [0, 1] \A1,

A2 :=
(

1
4
− 3α

16
,
1
4
− α

16

)
∪
(

3
4

+
α

16
,
3
4

+
3α
16

)
, K2 := K1 \A2,

i т. д. На n-му кроцi з множини Kn−1 вилучається об’єднання 2n−1 iнтерва-
лiв, середина кожного з яких збiгається iз серединою вiдповiдного вiдрiзка
множини Kn−1 i довжина дорiвнює 21−2nα. Покладемо K :=

∞
∩

n=1
Kn. Мно-

жина K називається канторовою. Довести, що канторова множина: а) не-
злiченна; б) компактна; в) не мiстить жодного iнтервалу; г) невимiрна за
Жорданом.

B 7

7.8. (I) Обчислити iнтеграли:

1)
∫

[0,1]×[1,2]

(x1 + x3
2) dx1dx2;

2)
∫

[0,1]×[2,3]

x1 sin(πx2) dx1dx2;

3)
∫

[0,2π]×[0,2]

x2
2 sin2 x1 dx1dx2;

4)
∫

[1,2]×[3,4]

(x1 + x2)−2 dx1dx2;

5)
∫

[0,1]2
(x1 shx2 + chx1) dx1dx2;

6)
∫

[−1,1]×[−2,2]

∂2f
∂x1∂x2

dx1dx2,

де f ∈ C(2)(R2);
7)

∫
[0,1]3

x1x
2
2x

3
3 dx1dx2dx3;

8)
∫

[0,1]×[0,2]×[0,3]

(x1 + x2 + x3) dx1dx2dx3;

9)
∫

[0,1]×[1,2]×[2,3]

(x1
√
x3 cosx2 + x1x2) dx1dx2dx3;

10)
∫

[0,1]n
(x1 + x3

2 + x7
3 + . . .+ x2n−1

n ) dx1dx2 . . . dxn.

7.9. (I) Знайти похiднi функцiй:

1) f(x) =
∫

[0,x]×[0,x2]

x1x2e
−x1x2

2 dx1dx2, x ∈ (0,+∞);

2) f(x) =
∫

[0,x]2
x1 ln(1 + x1x2) dx1dx2, x ∈ (0,+∞);

3) f(x) =
∫

[1,x]×[x,1+x]

x2
1x

3
2 dx1dx2, x ∈ (1,+∞);

4) f(x) =
∫

[0,2]×[0,x]

|x1 − 1| · |x2 − 1| dx1dx2, x ∈ (0,+∞);

5) f(x) =
∫

[0,x2]×[0,1]

x1e
−x2

1x2 dx1dx2, x ∈ (0,+∞);
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6) f(x) =
∫

[−1,x]×[−2,x]

(|x1|+ |x2|) dx1dx2, x ∈ (−1,+∞);

7) f(x) =
∫

[0,x]2

√
x5

1x
3
2 dx1dx2, x ∈ (0,+∞);

8) f(x) =
∫

[0,x2]×[0,x3]

x1x2e
x1−x2 dx1dx2, x ∈ (0,+∞);

9) f(x) =
∫

[0,x]2
sin(x1x2) dx1dx2, x ∈ (0,+∞);

10) f(x) =
∫

[0,x]3
x1e

x3 cosx2 dx1dx2dx3, x ∈ (0,+∞).

7.10. (I) Для множини A ⊂ R2 i n ≥ 0 знайти m(A(n)), m(A(n)), m(∆A(n)).
Знайти внутрiшню й зовнiшню мiри Жордана та довести вимiрнiсть мно-
жини A. Знайти m(A).

1) A = [0, 1]× [0, 2];
2) A = [−1, 1]2;
3) A = [−1, 1]× [−

√
2,
√

2];
4) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 1};
5) A = {(x1, x2)| |x1|+ |x2| ≤ 1};
6) A = {(x1, x2)| |x1| ≤ x2 ≤ 1};
7) A = {(x1, x2)| 1 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 2};
8) A = {(x1, x2)| |x1| ≤ |x2| ≤ 1};
9) A = {(x1, x2)| x1 ≤ 0, x2 ≤ 0, x1 + x2 ≥ −2};

10) A = {(x1, x2)| x1 = 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}.
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Заняття 8
Означення iнтеграла по вимiрнiй множинi в Rm.
Обчислення iнтеграла по цилiндричнiй множинi в R2

Контрольнi запитання

1) Означення iнтеграла по вимiрнiй множинi в Rm.

2) Означення цилiндричної множини в R2.

3) Зведення iнтеграла по цилiндричнiй множинi в R2 до повторного
iнтеграла.

A 8

8.1. (О) Довести вимiрнiсть за Жорданом цилiндричних множин у R2 :

1) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤
√
x1, x1 ∈ [1, 3]};

2) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤ sinx1, x1 ∈ [0, π]}.

8.2. (О) Нехай A = {(x1, x2)| x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1}. Обчислити за
означенням iнтеграл ∫

A

x1 dx1dx2.

8.3. (О) Нехай A – вимiрна за Жорданом множина в R2, f – неперервна
обмежена функцiя на A. Звести iнтеграл

∫
A

f(x1, x2) dx1dx2 до повторного

всiма можливими способами:

1) A = {(x1, x2)| x2
1 + x2

2 ≤ 1};
2) A = {(x1, x2)| 1 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 4};

3) A – трикутник з вершинами в точках (0, 0), (1, 0), (1, 1);
4) A = {(x1, x2)| x2

1 ≤ x2 ≤ 1, x1 ∈ [0, 1]}.

8.4. (О) Для функцiї f ∈ C(R2) змiнити порядок iнтегрування в iнтегралах:

1)
1∫
0

(x2
1∫

x3
1

f(x1, x2) dx2

)
dx1; 2)

2∫
0

( √
2x1∫√

2x1−x2
1

f(x1, x2) dx2

)
dx1.

8.5. (О) Знайти площi фiгур, обмежених лiнiями:

1) x1x2 = a2, x1 + x2 = 5a
2
, де a > 0;

2) x2
2 = 2x1 + 1, x2

2 = −4x1 + 4.
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8.6. (Д) Нехай A = {(x1, x2)| 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 1}, f ∈ C([0, 1]), n ∈ N.
Звести до iнтеграла Рiмана подвiйний iнтеграл∫

A

f(x1)(x2 − x1)n dx1dx2.

8.7. (Д) Нехай A(t) = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤ (x1 + t)2, 0 ≤ x1 ≤ 1},
F (t) =

∫
A(t)

x1e
√

x2 dx1dx2, t ≥ 0.

Обчислити F ′(t) на [0,+∞).
B 8

8.8. (I) Довести вимiрнiсть за Жорданом цилiндричних множин:

1) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤ lnx1, 1 ≤ x1 ≤ 2};
2) A = {(x1, x2)| |x2| ≤ arctg x1, 0 ≤ x1 ≤ 1};
3) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤ ex1 , 0 ≤ x1 ≤ 1};
4) A = {(x1, x2)| |x2| ≤ 3

√
x1, 1 ≤ x1 ≤ 2};

5) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤ 4
√
x1, 0 ≤ x1 ≤ 1};

6) A = {(x1, x2)| 0 ≤ x2 ≤ cosx1, 0 ≤ x1 ≤ π
2 };

7) A = {(x1, x2)| |x2| ≤ x2
1, −1 ≤ x1 ≤ 1};

8) A = {(x1, x2)|
√
x1 +

√
x2 ≤ 1};

9)∗A = {(x1, x2, x3)| x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1};
10)∗A = {(x1, x2, x3)| 0 ≤ x3 ≤ lnx1, (x1, x2) ∈ [1, 2]× [0, 1]}.

8.9. (I) Нехай A – вимiрна за Жорданом множина в R2, f – неперервна
обмежена функцiя на A. Звести iнтеграл

∫
A

f(x1, x2) dx1dx2 до повторного

всiма можливими способами, якщо:

1) A – трикутник з вершинами у точках (0, 0), (1, 2), (1,−2);
2) A – трапецiя з вершинами у точках (0, 0), (1, 0), (1, 2), (0, 1);
3) A = {(x1, x2)| x2

1 + x2
2 ≤ x1};

4) A обмежена кубiчними параболами x2 = x3
1, x1 = x3

2;
5) A – паралелограм зi сторонами x2 = x1, x2 = x1 + 3, x2 = −2x1 + 1,

x2 = −2x1 + 5;
6) A обмежена гiперболою x2

2 − x2
1 = 1 i колом x2

1 + x2
2 = 4;

7) A – трикутник зi сторонами x2 = x1, x2 = 2x1, x1 + x2 = 6;
8) A = {(x1, x2)| x2 ≥ x2

1, x2 ≤ 4− x2
1};

9) A = {(x1, x2)| x2 − 2x1 ≤ 0, 2x2 − x1 ≥ 0, x1x2 ≤ 2};
10) A = {(x1, x2)| x1 + x2 ≤ 1, x1 − x2 ≤ 1, x1 ≥ 0}.
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8.10. (I) Для функцiї f ∈ C(R2) змiнити порядок iнтегрування в iнтегралах:

1)
4∫
0

(2x1∫
x1

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

2)
2∫
−6

( 2−x1∫
x1
4 −1

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

3)
e∫
1

( ln x1∫
0

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

4)
1∫
−1

( 1−x2
1∫

−
√

1−x2
1

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

5)
2∫
1

(√
2x1−x2

1∫
2−x1

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

6)
2π∫
0

( sin x1∫
0

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

7)
2∫
−2

( √
2−x2

1/2∫
−

√
2−x2

1/2

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

8)
1∫
0

(√x2∫
x2

f(x1, x2) dx1

)
dx2;

9)∗
1∫
0

(x
2/3
1∫
0

f(x1, x2) dx2

)
dx1 +

2∫
1

(1−
√

4x1−x2
1−3∫

0

f(x1, x2) dx2

)
dx1;

10)
3π/2∫
−π/2

( sin x1∫
−1

f(x1, x2) dx2

)
dx1 +

5π/2∫
π/2

( 1∫
sin x1

f(x1, x2) dx2

)
dx1.

8.11. (I) Знайти площi фiгур, обмежених лiнiями:

1) (x1 − x2)2 + x2
1 = 1;

2) x1 = x2, x1 = 2x2, x1 + x2 = 4, x1 + 3x2 = 4;
3) x1x2 = 1, x1x2 = 4, x2 = 3, x2 = 5;
4) x1 = x2, x2 = 5x1, x1 = 1;
5)

√
x1 +

√
x2 = 1, x1 + x2 = 1;

6) x2
1

a2 + x2
2

b2
= 1, {a, b} ⊂ (0,+∞);

7) x2
2 = 10x1 + 25, x2

2 = −6x1 + 9;
8) x2

1x2 = 4, x2
1x2 = 9, x2 = 1, x2 = 2;

9) cosx1 − x2 + 1 = 0, x1 = 0, x1 = π, x2 = 0.
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Заняття 9
Обчислення iнтеграла по цилiндричнiй множинi в R3

Контрольне запитання

Зведення iнтеграла по цилiндричнiй множинi в R3 до повторного iнтеграла.
A 9

9.1. (О) Зобразити одне з можливих тiл, об’єм якого дорiвнює наведеному
iнтегралу. Виразити цей об’єм через потрiйний iнтеграл:

1)
1∫
0

(
1−x1∫

0

(x2
1 + x2

2) dx2

)
dx1;

2)
∫
A

√
1− x2

1

4
− x2

2

9
dx1dx2, де A =

{
(x1, x2) |

x2
1

4
+ x2

2

9
≤ 1
}
.

9.2. (С) Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями
x3 = x2

1 + x2
2, x2 = x2

1, x2 = 1, x3 = 0.

9.3. (С) Обчислити iнтеграли:

1)
∫
C

dx1dx2dx3

(2 + x1 + x2 + x3)3
, де тiло C обмежене поверхнями x1+x2+x3 = 2,

xi = 0, i = 1, 2, 3;
2)
∫
C

x1x
2
2x

3
3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x3 = x1x2,

x2 = x1, x1 = 1, x3 = 0, x1 ≥ x2, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;
3)
∫
C

x1x2x3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1+x2

2+x2
3 = 1,

xi = 0, i = 1, 2, 3, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;
4)
∫
C

x1 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2 = 1, x1 + x3 = 2,

xi = 0, i = 1, 2, 3;
5)
∫
C

(1+3x1x2x3+x2
1x

2
2x

2
3)e

x1x2x3 dx1dx2dx3, де C = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1].

B 9

9.4. (I) Зобразити одне з можливих тiл, об’єм якого дорiвнює наведеному
iнтегралу. Виразити цей об’єм через потрiйний iнтеграл:

1)
∫
A

(x1 + x2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 + x2 ≤ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0};

2)
∫
A

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ x2};

3)
∫
A

(x2
1 + x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| ≤ 2};

4)
∫
A

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 4};

5)
∫
A

(1− x2
1 − x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1};
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6)
∫
A

(1−x1−x3) dx1dx3, A = {(x1, x3) | 0 ≤ x1+x3 ≤ 1, x1 ≥ 0, x3 ≥ 0};

7)
∫
A

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ x2};

8)∗
∫
A

sin
(
π
√
x2

1 + x2
2

)
dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1}.

9.5. (I) Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями:
1) x3 = 1 + x1 + x2, x3 = 0, x1 + x2 = 1, x1 = 0, x2 = 0;
2) x1 + x2 + x3 = 2, x2

1 + x2
2 = 1, xi = 0, i = 1, 2, 3; xi ≥ 0, i = 1, 2;

3) x3 = cosx1 cosx2, x3 = 0, |x1 + x2| ≤ π
2 , |x1 − x2| ≤ π

2 ;
4) x3 = x1x2, x1 + x2 + x3 = 1, x3 = 0; xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;
5) x3 = x2

1 + x2
2 + 1, x1 = 4, x2 = 4, xi = 0, i = 1, 2, 3;

6) x3 = x2
1 + x2

2, x1 + x2 = 1, xi = 0, i = 1, 2, 3;
7) x2 =

√
x1, x2 = 2

√
x1, x1 + x3 = 6, x3 = 0;

8) x3 = 9− x2
2, 3x1 + 4x2 = 12, xi = 0, i = 1, 2, 3.

9.6. (I) Обчислити iнтеграли:
1)
∫
C

x1x2x3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1 + x2

2 = 1,

x3 = 0, x3 = 1;
2)
∫
C

x3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями |x1|+|x2| = 1, x3 = 0,

x3 =
√
x2

1 + x2
2;

3)
∫
C

x1x2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями |x1| + |x2| = 1,

x3 = 0, x3 = x2
1 + x2

2;
4)
∫
C

(x1 + x2) dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x1 − x3 = 0,

x1 + x2 + x3 = 1, xi = 0, i = 1, 3;
5)
∫
C

x1x3 dx1dx2dx3, де C = {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ x2,

0 ≤ x3 ≤
√
x2

1 + x2
2};

6)
∫
C

(1 + x1)−1 dx1dx2dx3, де C = {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 ≤ 1, x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0, 0 ≤ x3 ≤ x1x2, };
7)
∫
C

(x2 + x3) dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1 + x2

2 = 1,

x1 = x2, x3 =
√
x2

1 + x2
2, x1 = 0, x3 = 0;

8)
∫
C

(x1 − x3) dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x3 = 2
√
x1x2,

x1 = x2, x1 = 1, xi = 0, i = 2, 3;
9)
∫
C

(1 + x1 + x2 + x3)−2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x1 + x2 + x3 = 1, xi = 0, i = 1, 2, 3.
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Заняття 10

Обчислення iнтеграла по цилiндричнiй множинi в Rm

10.1. (О) Нехай f ∈ C(R3). Рiзними можливими способами розставити
межi iнтегрування в iнтегралах:

1)
1∫
−1

( √
1−x2

1∫
−

√
1−x2

1

( 1∫√
x2
1+x2

2

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

2)
1∫
0

(1−x1∫
0

(x1+x2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1.

10.2. (С) Нехай f ∈ C([0, 1]). Замiнити однократним iнтеграл
1∫
0

(x1∫
0

(x2∫
0

f(x3) dx3

)
dx2

)
dx1.

10.3. (С) Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями

1) x3 = x2
1 + x2

2, x3 = 2(x2
1 + x2

2), x1 = x2, x2 = x2
1.

10.4. (С) Обчислити m-кратний iнтеграл∫
[0,1]m

(x1 + x2 + . . .+ xm)2 dx1dx2 . . . dxm.

10.5. (О) Обчислити об’єм m-вимiрного симплекса
∫
A

dx1dx2 . . . dxm, де

A = {(x1, x2, . . . , xm) | x1 + x2 + . . .+ xm ≤ a, xk ≥ 0, k = 1, 2, . . . ,m}.

10.6. (Д) Обчислити m-кратний iнтеграл∫
A

√
x1 + x2 + . . .+ xm dx1dx2 . . . dxm,

де A – m-вимiрний симплекс (див. задачу 10.5).
B 10

10.7. (I) Нехай f ∈ C(R3). Рiзними можливими способами розставити межi
iнтегрування в iнтегралах:

1)
1∫
0

( 1∫
0

(x2
1+x2

2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

2)
1∫
0

(1−x1∫
0

(x2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;
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3)
1∫
0

(x1∫
0

(√
x2
1+x2

2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

4)
2∫
−2

(√
4−x2

1∫
0

( 2∫
1

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

5)
1∫
0

( 0∫
−

√
1−x2

1

(1−
√

x2
1+x2

2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

6)
1∫
−1

(√
1−x2

1∫
0

(2
√

x2
1+x2

2∫√
x2
1+x2

2

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

7)
1∫
0

( 1∫
0

(x1+x2+1∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

8)
1∫
−1

( 1∫
−1

(x1+x2+2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

9)
1∫
0

(x1∫
0

(x2
1+x2

2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1;

10)
1∫
0

( 1∫
x1

(x1+x2∫
0

f(x1, x2, x3) dx3

)
dx2

)
dx1.

10.8. (I) Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

1) x3 = x1 + x2, x3 = x1x2, x1 + x2 = 1, x1 = 0, x2 = 0;
2) x2

1 + x2
3 = 1, x1 + x2 = ±1, x1 − x2 = ±1;

3) x3 = 1− x2
1 − x2

2, x3 = 1− x1 − x2, xi = 0, i = 1, 2, 3;
4) x3 = 6− x2

1 − x2
2, x3 =

√
x2

1 + x2
2;

5) x3 = 4− x2
2, x3 = x2

2 + 2, x1 = −1, x1 = 2;
6) x3 = x2

1 + x2
2, x3 = x2

1 + 2x2
2, x2 = x1, x2 = 2x1, x1 = 1;

7) x3 = x2
1 + x2

2, x3 = 2(x2
1 + x2

2), x2 = x2
1, x2 = x3

1;
8) x3 = ln(x1 + 2), x3 = ln(6− x1), x1 = 0, x1 + x2 = 2, x1 − x2 = 2;
9) x3 = x2

1 + x2
2, x3 =

√
x2

1 + x2
2;

10) x3 = x2
1 + x2

2, x3 = 2−
√
x2

1 + x2
2.

10.9. (I) Обчислити m-кратнi iнтеграли:

1)
∫

[0,1]m
(x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

m) dx1dx2 . . . dxm;

2)
∫

[0,1]×[0,1]×[0,2]m−2

(x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
m) dx1dx2 . . . dxm;
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3)
∫

[0,π]m
sin(x1 + x2 + . . .+ xm) dx1dx2 . . . dxm;

4)
∫

[−π,π]m
cos2(x1 + x2 + . . .+ xm) dx1dx2 . . . dxm;

5)
∫

[0,1]×[0,2]m−1

(x1 + x2
2 + x3

3 + . . .+ xm
m) dx1dx2 . . . dxm;

6)
∫

[0,1]×[0,2]×[0,1]m−2

(x1 − x2 + x3 − . . .+ (−1)m+1xm) dx1dx2 . . . dxm;

7)
∫

[0,1]m
(ex1−x2 + ex2−x3 + . . .+ exm−1−xm + exm−x1) dx1dx2 . . . dxm;

8)
∫

[0,π]m
(sinx1 + sin 2x2 + . . .+ sinmxm) dx1dx2 . . . dxm;

9)
∫

[−π,π]m

(
cosx1 + cos x2

2 + . . .+ cos xm
m

)
dx1dx2 . . . dxm;

10)∗
∫
A

x1x2 . . . xm dx1dx2 . . . dxm, де A = {(x1, x2, . . . , xm) | x1 +x2 + . . .+

+xm ≤ 1, xk ≥ 0, k = 1, 2, . . . ,m}.

10.10. (О) Для функцiї f ∈ C([0,+∞)) довести рiвнiсть
t∫
0

(x1∫
0

(x2∫
0

(
. . .
(xm−1∫

0

f(x1)f(x2) . . . f(xm) dxm

)
. . .
)
dx3

)
dx2

)
dx1 =

=
1
m!

(
t∫
0

f(x) dx
)m

, t ≥ 0.

Вказiвка. Показати, що обидвi частини рiвностi є розв’язком тiєї самої
задачi Кошi.
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Заняття 11
Формула замiни змiнних. Полярнi координати

Контрольне запитання

Формула переходу до полярних координат.
A 11

11.1. (О) Нехай A ⊂ R2, f ∈ C(A). В iнтегралi
∫
A

f(x1, x2) dx1dx2 пере-

йти до полярних координат, поклавши x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. Звести
одержаний iнтеграл до повторного всiма можливими способами:

1) A = {(x1, x2) | 1 ≤ x2
1+x

2
2 ≤ 4}; 2) A = {(x1, x2) | x2

1+x
2
2 ≤ 2x1}.

11.2. (С) Нехай f ∈ C([0,+∞)). Перейти до полярних координат, поклавши
x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. Звести одержаний iнтеграл до повторного всiма
можливими способами:

1)
2∫
0

(√
3x1∫
x1

f
(√

x2
1 + x2

2

)
dx2

)
dx1;

2)
∫

{(x1,x2) | x2
1+x2

2≤1}
f
(√

x2
1 + x2

2

)
dx1dx2.

11.3. (С) Нехай f ∈ C(R2), a ∈ (0, 2π). Змiнити порядок iнтегрування,
вважаючи r та ϕ полярними координатами:

a∫
0

(ϕ∫
0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ.

11.4. (С) Обчислити iнтеграл, перейшовши до полярних координат:∫
A

sin(
√
x2

1 + x2
2) dx1dx2, де A = {(x1, x2) | π2 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 4π2}.

11.5. (О) Перейшовши до полярних координат, обчислити площу фiгури
A = {(x1, x2) | (x2

1 + x2
2)

2 ≤ 2(x2
1 − x2

2), x2
1 + x2

2 ≥ 1}.

11.6. (О) Обчислити iнтеграл∫
A

√
1− x2

1

R2
− x2

2

R2
dx1dx2, де A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ R2}, R > 0.

11.7. (Д) Знайти похiднi функцiй:
1) R 3 t 7→ g(t) :=

∫
A(t)

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2,

де A(t) = {(x1, x2) | (x1 − t)2 + (x2 − t)2 ≤ t2};
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2) [0,+∞) 3 t 7→ g(t) :=
∫

A(t)

f(x1, x2) dx1dx2,

де A(t) = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ t2}, f ∈ C(R2).

B 11

11.8. (I) Нехай A ⊂ R2, f ∈ C(A). В iнтегралi
∫
A

f(x1, x2) dx1dx2 перейти до

полярних координат, поклавши x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. Звести одержаний
iнтеграл до повторного всiма можливими способами:

1) A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ π2};
2) A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 4, x1 ≤ x2};

3) A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1, x1x2 ≥ 0};
4) A = {(x1, x2) | 4 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 9, x1x2 ≤ 0};

5) A = {(x1, x2) | x1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 2x1};
6) A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 9, x1 ≤ 2x2};

7) A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1, |x1| ≤ x2};
8) A = {(x1, x2) | 1 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 4, |x1| ≤ |x2|};

9) A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 4x2};
10) A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 9, x1 + x2 ≥ 0}.

11.9. (I) Нехай f ∈ C(R2). Змiнити порядок iнтегрування, вважаючи r та
ϕ полярними координатами:

1)
π/2∫
−π/2

(2 cos ϕ∫
0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

2)
π/2∫
0

(√sin 2ϕ∫
0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

3)
3π/4∫
π/4

( √
2∫

1
sin ϕ

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

4)
π/2∫
π/4

( 1
sin ϕ∫
0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

5)
π∫

π/2

( 1
sin ϕ−cos ϕ∫

0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

6)
π∫

π/2

( 2∫
1

sin ϕ−cos ϕ

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

7)
π/2∫
0

( 1
sin ϕ+cos ϕ∫

0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

8)
π/2∫
0

( 1∫
1

sin ϕ+cos ϕ

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

9)
π/2∫
π/4

( 1∫
1√

2 sin ϕ

f(r, ϕ) dr
)
dϕ;

10)
π/3∫
0

( √
3

2 sin(π/3+ϕ)∫
0

f(r, ϕ) dr
)
dϕ.

11.10. (I) Нехай f ∈ C(R). Перейти до полярних координат i замiнити
iнтеграли однократними:

1)
∫
A

f(
√
x2

1 + x2
2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | |x2| ≤ |x1| ≤ 1};
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2)
∫
A

f(x2/x1) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ x1 − 5
36};

3)
∫
A

f(
√
x2

1 + x2
2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | 1 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 4};

4)
∫
A

f( 3
√
x2

1 + x2
2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 4, x1 ≤ x2};

5)
∫
A

f( 4
√
x2

1 + x2
2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ x2}.

11.11. (I) Обчислити iнтеграли:
1)
∫
A

ln(1+x2
1+x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1+x2

2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0};

2)
∫
A

cos(x2
1 + x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≤ 0};

3)
∫
A

(1− 2x1 − 3x2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 4};

4)
∫
A

√
4− x2

1 − x2
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 2x1};

5)
∫
A

arctg x2

x1
dx1dx2,

A = {(x1, x2) | 1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 9, x1√
3
≤ x2 ≤

√
3x1};

6)
∫
A

(
arctg x2

x1

)2

dx1dx2,

A = {(x1, x2) | 1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 4, x1 ≥ 0, x2 ≤ x1};
7)
∫
A

exp(x2
1 + x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | 1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 4};

8)
∫
A

sin(x2
1 + x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 4, |x1| ≤ |x2|};

9)
∫
A

3
√
x2

1 + x2
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1, x1 + x2 ≥ 0};

10)
∫
A

sh(x2
1 + x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | 4 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 9}.

11.12. (I) Обчислити площу фiгур, обмежених лiнiями:

1) (x2
1 + x2

2)
2 = x2

1x2;
2) (x2

1 + x2
2)

3 = x1x
4
2;

3) x2
1 + x2

2 = 1, x2
1 + x2

2 = 2x1;
4) (x2

1 + x2
2)

2 = x3
1 − 3x1x

2
2;

5) x2
1 + x2

2 = 4, x2

2
≤ x1 ≤ 2x2;

6) x2
1 + x2

2 = 1, x2
1 + x2

2 = 4,
x1 ≥ 1

2
;

7) x2
1 + x2

2 = 1, x2
1 + x2

2 = 4,
x2 ≥ −1

2
;

8) x2
1 + x2

2 = 1, x1 + x2 ≥ 1;
9) x2

1 + x2
2 = 2

√
2x1 − 1,

x1 = x2, x1 = −x2;
10) x2

1 + x2
2 = 4x1 − 3, x1 = 0,

x2 = −1, x2 = 1.
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Заняття 12
Загальна формула замiни змiнних
у подвiйному iнтегралi

Контрольнi запитання
1) Формула переходу до узагальнених полярних координат.
2) Загальна формула замiни змiнних у подвiйному iнтегралi.
3) Формула переходу до цилiндричних координат у R3.

A 12

12.1. Запровадити узагальненi полярнi координати та обчислити якобiан
переходу до цих координат. Обчислити площу фiгур, обмежених лiнiями:

1) (О)
x2

1

a2
+
x2

2

b2
= x1

c
+ x2

d
, {a, b, c, d} ⊂ (0,+∞);

2) (С) 4

√
x1

a
+ 4

√
x2

b
= 1, x1 = 0, x2 = 0; {a, b} ⊂ (0,+∞).

12.2. Обчислити площi фiгур, що лежать у вказанiй частинi площини R2

i обмеженi лiнiями:
1) (О) x1x2 = 1, x1x2 = 2, x2 = x1, x2 = 2x1, x1 > 0, x2 > 0;
2) (С) x2

2 = 2x1, x
2
2 = 4x1, x

2
1 = 6x2, x

2
1 = 8x2.

12.3. Обчислити об’єми тiл, обмежених поверхнями:
1) (О) x3 = x2

1 + x2
2, x

2
1 + x2

2 = x1, x
2
1 + x2

2 = 2x1, x3 = 0;
2) (С) x2

3 = x1x2, x
2
1 + x2

2 = 4;
3) (С) x3 = x2

1 + x2
2, x1x2 = 1, x1x2 = 2, x2 = x1

2
, x2 = 2x1, x3 = 0.

B 12

12.4. (I) Обчислити площi фiгур, що лежать у вказанiй частинi площини
R2 i обмеженi лiнiями:

1) x3
1 + x3

2

8
= x2

1 + 4x2
2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

2) (x1 − x2)4 = x2
1 + x2

2, x1 ≥ 0, x2 ≤ 0;
3) (x1 + 2x2)4 = x2

1 + 4x2
2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

4) (2x1 + 3x2)4 = 4x2
1 − x2

2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

5)
(
x1

2
+ x2

3

)5

= x2
1x

2
2;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;
6) (x1 − x2)5 = 4x2

1x
2
2;

x1 ≥ 0, x2 ≤ 0;

7)
(√
x1 +

√
x2

)12 = x1x2;

8)
(
2
√
x1 +

√
x2

)12 = 2x1x2;

9)
(√
x1 +

√
x2

)10 = x2
1x

2
2;

10) x3
1 + x3

2 = 9x2
1 + x2

2;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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12.5. (I) Обчислити площi фiгур, обмежених лiнiями:
1) x1 + x2 = 1, x1 + x2 = 2, x2 = 2x1, x2 = 3x1;
2) x2

1 = x2, x
2
1 = 2x2, x

3
1 = x2

2, x
3
1 = 2x2

2;
3) x2 = x5

1, x2 = 2x5
1, x2 = x6

1, x2 = 2x6
1;

4)
√
x1 +

√
x2 = 1,

√
x1 +

√
x2 = 2, x1 = x2, 4x1 = x2;

5) 3
√
x2

1+ 3
√
x2

2 = 1, 3
√
x2

1+ 3
√
x2

2 = 4, x1 = x2, 8x1 = x2; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;
6) x2 =

√
x1, x2 = 2

√
x1, x1 + x2 = 1, x1 + x2 = 2;

7) x2 = x3
1, x2 = 5x3

1, x2 = x2
1, x2 = 2x2

1;
8) x2 = x1

√
x1, x2 = 2x1

√
x1, x2 = 2x1, x2 = 1

2x1;
9) x2 = 7x7

1, x2 = 9x7
1, x2 = 7x9

1, x2 = 9x9
1;

10) x1x2 = 4, x1x2 = 8, x1 = 2x2, x1 = 1
2x2; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

12.6. (I) Обчислити площi фiгур, обмежених лiнiями, через подвiйний iн-
теграл по брусу у вiдповiднiй системi координат:

1) x1 + x2 = 2, x1 + x2 = 3, x1 − 2x2 = 0, x1 − 2x2 = 1;
2) x1 − x2 = 3, x1 − x2 = 4, x1 + 2x2 = 1, x1 + 2x2 = 2;
3) 5x1 + 7x2 = 3, 6x1 + 8x2 = 2, 5x1 + 7x2 = 4, 6x1 + 8x2 = 1;
4) x1 − 3x2 = 5, x2 − 3x1 = 6, x1 − 3x2 = 6, x2 − 3x1 = 5;
5) x1 + πx2 = 3, πx1 + x2 = 4, x1 + πx2 = 5, πx1 + x2 = 6;
6) 6x1 + 7x2 = 4, 7x1 + 8x2 = 5, 6x1 + 7x2 = 6, 7x1 + 8x2 = 6;
7) x1 + 3x2 = 1, x1 + 3x2 = 2, x1 = 2x2, x2 = 2x1;
8) x1 + 2x2 = 1, x1 + 2x2 = 3, x1 = 3x2, x2 = 3x1;
9) x1 + x2 = 1, x1 + x2 = −1, x1 = 2x2, x2 = 2x1;

10) 5x1 + x2 = 2, 5x1 + x2 = 3, x1 + 5x2 = 1, x1 + 5x2 = 2.

12.7. (I) Обчислити об’єми тiл, обмежених поверхнями:
1) x3 = x1 + x2, (x2

1 + x2
2)

2 = 2x1x2, x3 = 0; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;
2) x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1, x2
1 + x2

2 ≥ |x1|;
3) x2

1 + x2
2 − x3 = 0, (x2

1 + x2
2)

2 = x2
1 − x2

2, x3 = 0;
4) x3 = exp(−x2

1 − x2
2), x3 = 0, x2

1 + x2
2 = 4;

5) x3 = cos π
√
x2

1 + x2
2

2
, x3 = 0, x2 =

x1√
3
, x2 =

√
3x1; x2

1 + x2
2 ≤ 1;

6) x3 = x2
1 + x2

2, x3 = x1 + x2;

7) x2
1

a2 + x2
2

b2
− x2

3

c2
= −1, x

2
1

a2 + x2
2

b2
= 1; {a, b, c} ⊂ (0,+∞);

8) x2
1

a2 + x2
2

b2
= x3,

x2
1

a2 + x2
2

b2
= x1

a
+ x2

b
, x3 = 0; {a, b} ⊂ (0,+∞);

9) (x2
1 + x2

2)
2 + x3 = 1, x3 = 0;

10) x3 = x1x2, x
2
1 = x2, x

2
1 = 2x2, x

2
2 = x1, x

2
2 = 2x1, x3 = 0.
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Заняття 13

Формула замiни змiнних у потрiйному iнтегралi

Контрольнi запитання

1) Формула переходу до сферичних координат.
2) Загальна формула замiни змiнних у потрiйному iнтегралi.

A 13

13.1. Обчислити iнтеграли, перейшовши до сферичних координат:

1) (О)
∫
C

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнею

x2
1 + x2

2 + x2
3 = x3;

2) (С)
1∫
0

(√
1−x2

1∫
0

(√
2−x2

1−x2
2∫√

x2
1+x2

2

x2
3 dx3

)
dx2

)
dx1.

13.2. (О) Обчислити iнтеграл∫
C

(x2
1 + x2

2) dx1dx2dx3,

де тiло C обмежене поверхнями x2
1 + x2

2 = 2x3 та x3 = 2, перейшовши до
цилiндричних координат.
13.3. (С) Перейшовши до цилiндричних координат, обчислити об’єм тiла,
що лежить у областi {(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 ≤ x2

3} i обмежене поверхнею
x2

1 + x2
2 + x2

3 = 2x3.

13.4. (О) Обчислити об’єм тiла, що обмежене поверхнями x3 = x2
1 + x2

2,
x3 = 2(x2

1 + x2
2), x1x2 = 1, x1x2 = 2, x1 = 2x2, 2x1 = x2; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

зробивши вiдповiдну замiну змiнних.
13.5. (С) Знайти координати центра ваги однорiдного тiла, обмеженого
поверхнями 4x2

1 + 4x2
2 = x2

3, x3 = 2.
B 13

13.6. (I) Обчислити iнтеграли, перейшовши до сферичних координат:

1)
∫
C

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3/2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнею

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x3 = 0;

2)
∫
C

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x1 = 2x2, x2 = 2x1; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

3)
∫
C

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 dx1dx2dx3, де

C = {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 4, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3};
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4)
∫
C

exp((x2
1 + x2

2 + x2
3)

3/2) dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2

1 + x2
2 + x2

3 = 4;

5)
1∫
−1

(√
1−x2

1∫
0

(√
4−x2

1−x2
2∫√

1−x2
1−x2

2

x1x3 dx3

)
dx2

)
dx1;

6)
1/
√

2∫
0

(√
1−x2

1∫
x1

(√
4−x2

1−x2
2∫√

x2
1+x2

2

x3
3 dx3

)
dx2

)
dx1;

7)
0∫
−1

( 0∫
−

√
1−x2

1

(3
√

x2
1+x2

2∫√
x2
1+x2

2

x1x2x3 dx3

)
dx2

)
dx1;

8)∗
∫
C

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x3 = x2
1 + x2

2, x1 = x2, x2 = 1, x1 = 0, x3 = 0;
9)
∫
C

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x3 =
√
x2

1 + x2
2, x3 = 2

√
x2

1 + x2
2, x1 = ±x2, x

2
1 + x2

2 = 1; x1 ≥ 0;
10)

∫
C

sin(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3/2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2

1 + x2
2 + x2

3 = 4; xi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

13.7. (I) Обчислити iнтеграли, перейшовши до цилiндричних координат:
1)
∫
C

(x2
1 +x2

2)
2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2

1 +x2
2 = x3,

x2
1 + x2

2 = 2x3, x
2
1 + x2

2 = 1;
2)
∫
C

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2

1 +x2
2 = x3,

x3 = 3, |x1| ≤ |x2|;
3)
∫
C

dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1 + x2

2 + x2
3 = 4,

(x2
1 + x2

2)
2 = 4(x2

1 − x2
2);

4)
∫
C

dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1+x2

2 = x3, x1+x3 = 2;

5)
∫
C

dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1,

x2
1 + x2

2 +
(
x3 − 1

2

)2 = 1;
6)
∫
C

dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями x2
1 + x2

2 + x2
3 = 2x3,

x2
1 + x2

2 = x3; x2
1 + x2

2 ≤ x3;

7)
2∫
0

(√
2x1−x2

1∫
0

( 3∫
0

x3

√
x2

1 + x2
2 dx3

)
dx2

)
dx1;

39



8)
∫
C

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2dx3, де тiло C обмежене поверхнями

x2
1 + x2

2 = 2x1, x3 = x2
1 + x2

2, x3 = 0;
9)
∫
C

x3 dx1dx2dx3, де тiло C є перетином куль B((0, 0, 0), 1) i B((0, 0, 1), 1)

в евклiдовiй метрицi;
10)

∫
C

√
x2

1 + x2
2 dx1dx2dx3, де тiло C є перетином куль B((0, 0, 0), 2) i

B((0, 0,−2), 2) в евклiдовiй метрицi.

13.8. (I) Зробити вiдповiдну замiну змiнних та обчислити об’єми тiл, обме-
жених поверхнями:

1)
(
x2

1 + x2
2
4 + x2

3
9

)2

= x1;

2) (x2
1 + 4x2

2 + 9x2
3)

2 = x2
1 + 4x2

2;
3) (x2

1 + 4x2
2 + 9x2

3)
2 =

= x2
1 + 4x2

2 − 9x2
3;

4) x2
1
4 + x2

2
9 +x2

3 = 1, x2
1
4 + x2

2
9 = x3;

x2
1
4 + x2

2
9 ≤ x3;

5) x2
1 + x2

2 + x4
3 = 1;

6) (x2
1 + x2

2)
2 + x4

3 = 1;

7) (x1 + x2 + x3)2 = x1 + x2;
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

8) (x1 + x2 + x3)2 = x1 − x2;
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

9) x2
1 + x2

3 = 1, x2
1 + x2

3 = 4,
x2

1 − x2
2 − x2

3 = 0; x1 > 0;
10) x1 − x2 + x3 = ±1,

x1 + x2 − x3 = ±1,
−x1 + x2 + x3 = ±1.

13.9. (I) Знайти координати центрiв ваги тiл, обмежених поверхнями:
1) x2

3 = x2
1 + x2

2, x3 = 0, x2
1 + x2

2 = 1;
2) x3 = x2

1 + x2
2, x3 = 1; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

3) x3 = x2
1 + 9x2

2, x3 = 4; x1 ≥ 0;
4) x2

3 = 1− x2
1 − x2

2, x3 = 0; x3 ≥ 0;
5) x2

1 + x2
2 = 1, x3 = ±1; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

6) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x3 = 0; x3 ≤ 0;

7) x3 = x2
1 + x2

2, x3 = 1; x1 ≤ x2 ≤ 2x1;
8) x2

3 = x2
1 + x2

2, x
2
3 = 2(x2

1 + x2
2), x

2
1 + x2

2 = 1;
9) x2

1 + x2
2 = 1, x3 = ±1; 0 ≤ x1 ≤ x2;

10) x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0, x3 = 2; x1/2 ≤ x2 ≤ 2x1.
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Заняття 14
Невласнi кратнi iнтеграли

Контрольнi запитання
1) Означення невласного кратного iнтеграла вiд необмеженої функцiї.
2) Означення невласного кратного iнтеграла по необмеженiй множинi.

A 14

14.1. (О) Нехай A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≥ 1}, f ∈ C(A) i
0 < inf

(x1,x2)∈A
|f(x1, x2)| ≤ sup

(x1,x2)∈A

|f(x1, x2)| < +∞.

За яких α ∈ R збiгається невласний iнтеграл∫
A

f(x1, x2)
(x2

1 + x2
2)α

dx1dx2 ?

14.2. (С) Дослiдити, за яких {α, β} ⊂ R збiгається невласний iнтеграл∫
R2

dx1dx2

(1 + |x1|α)(1 + |x2|β)
.

14.3. (С) Дослiдити, за яких {α, β} ⊂ R збiгається невласний iнтеграл∫
A

dx1dx2

xα
1x

β
2

, A = {(x1, x2) | x1x2 ≥ 1, x1 ≥ 1},

i обчислити його.
14.4. (С) Обчислити iнтеграл∫

R2

exp(−x2
1 − x2

2) cos(x2
1 + x2

2) dx1dx2.

14.5. (О) Нехай A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1}, f ∈ C(A) i f(x1, x2) 6= 0,
(x1, x2) ∈ A. За яких α ∈ R збiгається невласний iнтеграл∫

A

f(x1, x2)
(x2

1 + x1x2 + x2
2)α

dx1dx2 ?

14.6. (С) Дослiдити збiжнiсть невласного iнтеграла∫
A

dx1dx2

x2
1 + x2

2

, де A = {(x1, x2) | |x2| ≤ x2
1 ≤ 1}.

14.7. (С) Нехай A ⊂ R3, f ∈ C(A) i
0 < inf

(x1,x2,x3)∈A
|f(x1, x2, x3)| ≤ sup

(x1,x2,x3)∈A

|f(x1, x2, x3)| < +∞.

Дослiдити, за яких α ∈ R збiгається невласний iнтеграл∫
A

f(x1, x2, x3)
(x2

1 + x2
2 + x2

3)α
dx1dx2dx3
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у випадках:
1) A = {(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 ≥ 1};
2) A = {(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ 1}.
14.8. (Д) Довести спiввiдношення:

1) lim
n→∞

∫
{(x1,x2) | x2

1+x2
2≤π(2n+1)}

sin(x2
1 + x2

2) dx1dx2 = 2π;

2) lim
n→∞

∫
{(x1,x2) | x2

1+x2
2≤2πn}

sin(x2
1 + x2

2) dx1dx2 = 0.

Чи збiгається iнтеграл ∫
R2

sin(x2
1 + x2

2) dx1dx2 ?

14.9. (Д) Довести, що iнтеграл∫
{(x1,x2) | x1≥1, x2≥1}

x2
1 − x2

2

(x2
1 + x2

2)2
dx1dx2

розбiгається, хоча обидва повторнi iнтеграли
+∞∫
1

( +∞∫
1

x2
1 − x2

2

(x2
1 + x2

2)2
dx1

)
dx2 i

+∞∫
1

( +∞∫
1

x2
1 − x2

2

(x2
1 + x2

2)2
dx2

)
dx1

збiгаються.
14.10. (Д) Дати означення невласного iнтеграла∫

[0,1]2

dx1dx2

|x1 − x2|α
, α ∈ R,

та дослiдити його збiжнiсть. Обчислити цей iнтеграл.
Зауваження. При α > 0 в околi кожної точки прямої x1 = x2 пiдiнтегральна
функцiя необмежена.

B 14

14.11. (I) Дослiдити, за яких значень параметрiв збiгаються iнтеграли:

1)
∫
A

dx1dx2

(1 + x2
1 + x2

2)α
, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1}, α ∈ R;

2)
∫
A

dx1dx2

|x1|α + |x2|β
, A = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| ≥ 1}, α > 0, β > 0;

3)
∫
A

sinx1 sinx2

(x1 + x2)α
dx1dx2, A = {(x1, x2) | x1 + x2 ≥ 1}, α ∈ R;

4)
∫
A

sin(x2
1 + x2

2)
(x2

1 + x2
2)α

dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≥ 4}, α ∈ R;
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5)
∫
A

cos(x2
1 + x2

2)
(x2

1 + x2
2)α

dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 +x2

2 ≥ 1, x1 ≤ x2}, α ∈ R;

6)
∫

R2

exp(−(x4
1 + x4

2)
α) dx1dx2, α ∈ R;

7)
∫
A

exp(−(x1 + x2)α) dx1dx2, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ x2}, α ∈ R;

8)
∫
A

(x2
1 + x2

2 − 1)α dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≥ 4}, α ∈ R;

9)
∫
A

sin((x2
1 + x2

2)
α) dx1dx2, A = {(x1, x2) x2

1 + x2
2 ≥ 1}, α ∈ R;

10)
∫
R2

dx1dx2

(1 + |x1|+ |x2|)α
, α ∈ R.

14.12. (I) Обчислити iнтеграли (задачi 1–5) чи виразити їх через iнтеграли
Ойлера (задачi 6–10):

1)
∫
A

dx1dx2

(x1 + x2)2
, A = {(x1, x2) | x1 + x2 ≥ 1, 0 ≤ x1 ≤ 1};

2)
∫
A

dx1dx2√
1− x2

1 − x2
2

, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1};

3)
∫
A

dx1dx2

(x2
1 + x2

2)2
, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≥ 1};

4)
∫
A

dx1dx2

x2
1 + x2

, A = {(x1, x2) | x1 ≥ 0, x1 ≥ 0, x2
1 + x2 ≤ 1};

5)
∫
A

exp(−(x1 + x2)) dx1dx2, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ x2};

6)
∫
A

e−x1xα
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ x1}, α > 0;

7)
∫

R2

exp(−(x2
1 + x2

2)
α) dx1dx2, α > 0;

8)
∫
A

(1− x1)αxβ
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1}, α > −1,

β > −1;
9)∗
∫
A

xα
1x

β
2 dx1dx2, A = {(x1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1− x1, x1 ≥ 0},

α > −1, β > −1;
10)

∫
A

(x2
1 + x2

2)
α(1− x2

1 − x2
2)

β dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}, α > −1, β > −1.

14.13. (I) Обчислити iнтеграли:
1)
∫
A

exp(−x2
1 − x2

2) dx1dx2, A = {(x1, x2) | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0};

43



2)
∫

R2

x1x2 exp(−x2
1 − x2

2) dx1dx2;

3)
∫

R2

exp(−(x2
1 + x1 + x2

2 − x2)) dx1dx2;

4)
∫

R2

x1 exp(−x2
1 + x1 − x2

2) dx1dx2;

5)
∫

R2

x3
1x

3
2 exp(−x4

1 − x4
2) dx1dx2;

6)
∫

R2

(x1 + x2) exp(−(x2
1 + 2x2

2 + x1 + x2)) dx1dx2;

7)
∫

R2

(1 + x1x2) exp(−(x2
1 − x1 + x2

2)) dx1dx2;

8)
∫

R2

(x2
1 + x2

2) exp(−x2
1 − x2

2) dx1dx2;

9)
∫

R2

√
x2

1 + x2
2 exp(−x2

1 − x2
2) dx1dx2;

10)
∫

R2

exp(−(2x2
1 + 3x1 + 5x2

2 + 4x2 + 1)) dx1dx2.

14.14. (I) Дослiдити, за яких значень параметрiв збiгаються iнтеграли:

1)
∫
A

dx1dx2

|x1|α + |x2|β
, A = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| ≤ 1}, α > 0, β > 0;

2)
∫
A

| ln
√
x2

1 + x2
2|α dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1}, α ∈ R;

3)
∫
A

(x2
1 + x2

2)
α dx1dx2, A = {(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ x1}, α ∈ R;

4)
∫

[0,1]3

dx1dx2dx3

xα
1x

β
2x

γ
3

, {α, β, γ} ∈ R;

5)
∫
A

exp(−(x2
1 + x2

2 + x2
3)

α) dx1dx2dx3,

A = {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 1}, α ∈ R;

6)
∫
A

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

α dx1dx2dx3, A = {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 2x1},

α ∈ R;
7)
∫
A

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

α dx1dx2dx3, A = {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ x2},

α ∈ R;
8)
∫
A

(|x1|+ |x2|+ |x3|)α dx1dx2dx3,

A = {(x1, x2, x3) | |x1|+ |x2|+ |x3| ≤ 1}, α ∈ R;
9)
∫
A

(x4
1 + x4

2 + x4
3)

α dx1dx2dx3, A = {(x1, x2, x3) | x4
1 + x4

2 + x4
3 ≤ 1},

α ∈ R;
10)

∫
A

(|x1|α + |x2|α + |x3|α)α−6 dx1dx2dx3,

A = {(x1, x2, x3) | |x1|α + |x2|α + |x3|α ≤ 1}, α > 0.
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Заняття 15
Криволiнiйнi iнтеграли другого роду

Контрольнi запитання

1) Означення криволiнiйного iнтеграла другого роду та формула для
його обчислення.

2) Фiзична iнтерпретацiя криволiнiйного iнтеграла другого роду.

A 15

15.1. (О) Обчислити криволiнiйний iнтеграл
∫
Γ

(x1 dx2−x2 dx1) уздовж кри-

вої Γ з початком у точцi (0, 0) i кiнцем у точцi (1, 2), якщо:

1) Γ – вiдрiзок прямої;
2) Γ – парабола, вiсь якої – вiсь ординат Ox2;
3) Γ – ламана, що складається з вiдрiзка OB осi Ox1 i вiдрiзка BA,

паралельного осi Ox2.

15.2. Обчислити криволiнiйнi iнтеграли:

1) (С)
∫
Γ

(
(x2

1 − 2x1x2) dx1 + (x2
2 − 2x1x2) dx2

)
, де Γ – вiдрiзок параболи

x2 = x2
1, x1 ∈ [−1, 1], рух по якому вiдповiдає зростанню x1;

2) (С)
∫
Γ

(x1 + x2) dx1 − (x1 − x2) dx2

x2
1 + x2

2

, де Γ – коло x2
1 + x2

2 = 1, що

пробiгається проти руху годинникової стрiлки;
3) (С)

∫
Γ

(x2 dx1+x3 dx2+x1 dx3), де Γ – виток гвинтової лiнiї x1 = cos t,

x2 = sin t, x3 = 2t, 0 ≤ t ≤ 2π, рух по Γ вiдповiдає зростанню t;
4) (О)

∫
Γ

(
(x2

2 − x2
3) dx1 + (x2

3 − x2
1) dx2 + (x2

1 − x2
2) dx3

)
, де Γ – контур,

який обмежує частину сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, i

пробiгається так, що зовнiшнiй бiк цiєї поверхнi залишається лiворуч.

15.3. (О) Сила ~F (x1, x2) = (−x1,−x2). Знайти роботу сили, яка витрача-
ється на перемiщення матерiальної точки по дузi параболи x2

2 = 8x1 вiд
точки (2, 4) до точки (4, 4

√
2).

15.4. (С) Знайти роботу, що виконує сила земного тяжiння з перемiще-
ння матерiальної точки масою m з точки (x1, x2, x3) у точку (y1, y2, y3).
Вважати вiсь аплiкат Ox3 спрямованою вертикально вгору.
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B 15

15.5. (I) Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду
∫
Γ

ω:

1) Γ – границя трикутника з вершинами (0, 0), (2, 1), (1, 2), що пробiгає-
ться в напрямку (0, 0) → (2, 1) → (1, 2) → (0, 0);
ω = x2

1x2 dx1 + x1x
2
2 dx2;

2) Γ = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| = 1} пробiгається за рухом годинникової
стрiлки; ω = x1 dx1 − x1x2 dx2;

3) Γ – замкнений контур, що складається з вiдрiзкiв лiнiй x2 = x2
1,

x2 = x1 + 2 i пробiгається проти руху годинникової стрiлки;
ω = x1x2 dx1 + x2

2 dx2;
4) Γ – крива, що складається з вiдрiзка прямої вiд точки (−1, 0) до точки

(0, 1) i розташованої в першому квадрантi дуги кола з центром у точцi
(0, 0) i радiусом 1, що пробiгається вiд точки (0, 1) до точки (1, 0);
ω = x1 dx1 + x1x2 dx2;

5) Γ – межа квадрата з вершинами (1, 1), (−1, 1), (−1,−1), (1,−1), що
пробiгається проти годинникової стрiлки; ω = −x2(x2

1 + x2
2)
−1 dx1 +

+ x1(x2
1 + x2

2)
−1 dx2;

6) Γ – крива x2 = 1− |1− x1|, 0 ≤ x1 ≤ 2, що пробiгається в напрямку
зростання x1; ω = (x2

1 + x2
2) dx1 + (x2

1 − x2
2) dx2;

7) Γ – елiпс x2
1

4
+ x2

2

9
= 1, що пробiгається проти годинникової стрiлки;

ω = (x1 + x2) dx1 + (x1 − x2) dx2;
8) Γ – арка циклоїди x1 = t − sin t, x2 = 1 − cos t, 0 ≤ t ≤ 2π, що

пробiгається в напрямку зростання t; ω = (2− x2) dx1 + x1 dx2;
9) Γ – вiдрiзок прямої вiд точки (0, π) до точки (π, 0); ω = sinx2 dx1 +

+ sinx1 dx2;
10) Γ – межа фiгури, обмеженої кривими x2 = x2

1, x2 = x1, що пробiгає-
ться проти годинникової стрiлки; ω = x2

1x2 dx1 + 2x1x
2
2 dx2.

15.6. (I) Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду
∫
Γ

ω:

1) Γ – ламана, що з’єднує послiдовно точки (1, 0, 0), (1, 0, 2), (0, 1, 0);
ω = −x1 dx1 + x2 dx2 − x3 dx3;

2) Γ – вiдрiзок прямої вiд точки (0, 0, 0) до точки (1, 2, 3);ω = −x1 dx1+
+ x2x3 dx2 − x1x2 dx3;

3) Γ – межа трикутника з вершинами (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), що пробi-
гається в напрямку (1, 0, 0) → (0, 1, 0) → (0, 0, 1) → (1, 0, 0);
ω = x1x3 dx1 + x1x2 dx2 + x1x3 dx3;

4) Γ – межа прямокутника, що пробiгається в напрямку (1, 0, 0) →
→ (1, 1, 0) → (0, 1, 1) → (0, 0, 1) → (1, 0, 0); ω = x1x2 dx1 − x2 dx2 +
+x1x3 dx3;
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5) Γ =
{
(x1, x2, x3) | |x2| = 4− x2

1, x3 = 0
}
, що пробiгається в напрямку

вiд точки (2, 0, 0) до точки (0, 4, 0) проти годинникової стрiлки, якщо
дивитися з точки (0, 0, 1); ω = x1x2 dx1 + x2

2 dx2 + x1x2 dx3;
6) Γ – вiдрiзок прямої вiд точки (1, 1, 1) до точки (2, 3, 4); ω = x1 dx1 +

+x2 dx2 + (x1 + x2 − 1) dx3;
7) Γ – дуга гвинтової лiнiї x1 = 2 cos t, x2 = 2 sin t, x3 = t

2π
, t∈ R, вiд

точки перетину з площиною x3 = 0 до точки перетину з площиною
x3 = 1; ω = x2x3 dx1 + x3x1 dx2 + x1x2 dx3;

8) Γ – вiдрiзок прямої вiд точки (1, 1, 1) до точки (4, 4, 4);

ω =
x1 dx1 + x2 dx2 + x3 dx3√
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x1 − x2 + 2x3

;

9) Γ – межа прямокутника, що пробiгається у напрямку (1, 0, 0) →
→ (1, 1, 0) → (0, 1, 1) → (0, 0, 1) → (1, 0, 0); ω = x1x2 dx1 − dx2;

10) Γ – ламана, що з’єднує послiдовно точки (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1);
ω = sinx1 dx1 + sinx2 dx2 + sinx3 dx3.

15.7. (I) Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду
∫
Γ

ω:

1) Γ – коло x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2 = x1, що пробiгається проти го-

динникової стрiлки, якщо дивитися з додатного напрямку осi Ox1;
ω = (x2 − x3) dx1 + (x3 − x1) dx2 + (x1 − x2) dx3;

2) Γ – частина кривої Вiвiанi x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2

1 + x2
2 = x1, x3 ≥ 0, що

пробiгається проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатного
напрямку осi Ox1(x1 > 1); ω = x2

2 dx1 + x2
3 dx2 + x2

1 dx3;
3) Γ – лiнiя перетину сфери x2

1+x2
2+x2

3 = 4 i цилiндра x2
1+x2

2 = 2x1, що
лежить в областi x3 ≥ 0 i пробiгається проти годинникової стрiлки,
якщо дивитися з початку координат; ω = (x2

1 + x2
2 + x2

3)(dx1 + dx2 +
+dx3);

4) Γ – замкнена ламана лiнiя, що з’єднує точки (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) i про-
бiгається проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з початку координат;
ω =

x1√
x1 + x2 + x3

dx1 +
x2√

x1 + x2 + x3
dx2 +

x3√
x1 + x2 + x3

dx3;

5) Γ – перетин поверхнi куба |xi| ≤ 1, i = 1, 2, 3, i площини
2x1−x2+x3 = 0; напрямок обходу – проти годинникової стрiлки, якщо
дивитися з додатного напрямку осi Ox1; ω = x1 dx1−x3 dx2 +x2 dx3;

6) Γ – перетин цилiндра x2
1 + x2

2 = 1 i площини x1 + x2 + x3 = 0; напря-
мок обходу – проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатного
напрямку осi Ox3; ω = x3 dx1 + x2 dx2 + x1 dx3;

7) Γ – перетин цилiндра |x1| + |x2| = 1 i площини x1 = x3; напрямок
обходу – проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатного на-
прямку осi Ox3; ω = x2

1x2 dx1 + dx2 + x1 dx3;
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8) Γ – перетин цилiндра max{|x1|, |x2|} = 1 i площини x2 = x3; напря-
мок обходу – проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатного
напрямку осi Ox3; ω = x1x2( dx1 + dx2 + dx3);

9) Γ – коло x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2 = x1

√
3, що пробiгається проти го-

динникової стрiлки, якщо дивитися з додатного напрямку осi Ox1;
ω = (x1 + x2)( dx1 + dx2 + dx3);

10) Γ – коло x2
1 + x2

2 + x2
3 = 4, x2 = −x1, що пробiгається за годин-

никовою стрiлкою, якщо дивитися з додатного напрямку осi Ox1;
ω = (x1 − x2)( dx1 + dx2 + dx3).

15.8. (I) Нехай ~F (x1, x2), (x1, x2)∈ R2 – силове поле. Знайти роботу поля,
що витрачається на пересування матерiальної точки з точки A в точку B
уздовж орiєнтованої кривої Γ.

1) Сила ~F має постiйну величину F i напрямлена вздовж додатної пiвосi
Ox1; A = (1, 0), B = (0, 1); Γ – чверть кола x2

1 + x2
2 = 1, що лежить

у першому квадрантi.
2) Сила ~F напрямлена в початок координат i за абсолютною величи-

ною дорiвнює вiдстанi вiд точки докладання до початку координат;
A = (0, 0), B = (1, 1); Γ – вiдрiзок прямої.

3) Задача 2) для частини параболи x2 = x2
1, 0 ≤ x1 ≤ 1.

4) Напрямок сили ~F повернутий на кут π
2 за годинниковою стрiлкою

вiдносно радiус-вектора ~r точки її докладання, |~F | = 1
|~r| ; A = (2, 0),

B = (0, 2); Γ – чверть кола x2
1 + x2

2 = 4, що лежить у першому
квадрантi.

5) ~F (x1, x2) =
(
x1x2 + x2

2 sinx1

2
,
x2

1 − 2x2 cosx1

2

)
, (x1, x2)∈ R2;

A = B = (1, 0); Γ – коло x2
1 + x2

2 = 1, що пробiгається за годин-
никовою стрiлкою.

6) ~F (x1, x2) = (x1x2, x1 + x2), (x1, x2)∈ R2; A = (0, 0), B = (1, 1), Γ –
вiдрiзок прямої.

7) Задача 6), де Γ – дуга параболи x2 = x2
1.

8) ~F (x1, x2) = (x1 + x2, x1), (x1, x2)∈ R2; A = B = (0, 1); Γ – коло
x2

1 + x2
2 = 1, що пробiгається проти годинникової стрiлки.

9) ~F (x1, x2) = (2x1x2, x
2
1), (x1, x2)∈ R2; A = (1, 0), B = (0, 3); Γ –

вiдрiзок прямої.
10) Сила ~F напрямлена в початок координат i за модулем дорiвнює вiд-

станi вiд точки докладання до початку координат; A = (1, 0), B =

(0, 2); Γ – чверть елiпса x2
1 + x2

2
4 = 1, що лежить у першому квадрантi.
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Заняття 16
Поверхневi iнтеграли другого роду

Контрольнi запитання
1) Означення поверхневого iнтеграла другого роду та формули для його

обчислення.
2) Зовнiшнiй диференцiал диференцiальної форми.

A 16

16.1. Обчислити поверхневий iнтеграл
∫
S

ω :

1) (О) S – зовнiшнiй бiк сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1; ω = x1 dx2 ∧ dx3 +

+x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2;

2) (C) S – зовнiшнiй бiк поверхнi симплекса
{(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 ≤ 1, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 3} ;
ω = x1x2 dx1 ∧ dx2 + x3 dx1 ∧ dx3;

3) (О) S – зовнiшнiй бiк конiчної поверхнi x2
1 + x2

2 = x2
3, 0 ≤ x3 ≤ 1;

ω = (x2 − x3) dx2 ∧ dx3 + (x3 − x1) dx3 ∧ dx1 + (x1 − x2) dx1 ∧ dx2;

4) (C) S – зовнiшнiй бiк поверхнi цилiндра x2
1 + x2

3 = 1, |x2| ≤ 2;
ω = x1 dx2 ∧ dx3 + x1x2 dx3 ∧ dx1 + x1x2x3 dx1 ∧ dx2;

5) (C) S – верхнiй бiк поверхнi x2
1 + x2

2 = x2
3, 1 ≤ x3 ≤ 2;

ω = x2
1 dx2 ∧ dx3 + x2

2 dx3 ∧ dx1 + x2
3 dx1 ∧ dx2.

16.2. (Д) Обчислити похiдну d
dt

∫
S(t)

(x1 dx1 ∧ dx2 + x1x2 dx1 ∧ dx3), t > 0,

де S(t) – зовнiшнiй бiк сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = t2, t > 0.

16.3. (C) Знайти зовнiшнiй диференцiал форми:

1) x1 dx1 + x2 dx2;

2) P (x1, x2) dx1 +Q(x1, x2) dx2, {P,Q} ⊂ C(1)(R2);

3) P (x1, x2, x3) dx1 +Q(x1, x2, x3) dx2 +R(x1, x2, x3) dx3,
{P,Q,R} ⊂ C(1)(R3);

4) P (x1, x2, x3) dx2∧dx3+Q(x1, x2, x3) dx3∧dx1+R(x1, x2, x3) dx1∧dx2,
{P,Q,R} ⊂ C(1)(R3).
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B 16

16.4. (I) Обчислити поверхневий iнтеграл
∫
S

ω :

1) S – верхнiй бiк трикутника з вершинами (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1);
ω = (x1 + 1) dx2 ∧ dx3 − (2x2 + 1) dx3 ∧ dx1;

2) S – нижнiй бiк поверхнi 2x3 = x2
1 + x2

2, (x1 − 1)2 + x2
2 ≤ 1;

ω = x1 dx2 ∧ dx3 + x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2;
3) S – зовнiшнiй бiк бiчної поверхнi цилiндра x2

1 + x2
2 = 1,

|x3| ≤ 1; ω = dx1 ∧ dx3 + 2x1 dx1 ∧ dx2;
4) S – зовнiшнiй бiк елiпсоїда x2

1 + 4x2
2 + 9x2

3 = 1; ω = dx2 ∧ dx3 +
+ dx3 ∧ dx1 + dx1 ∧ dx2;

5) S – зовнiшнiй бiк сфери x2
1 + (x2 − 1)2 + (x3 + 1)2 = 1;

ω = x2
1 dx2 ∧ dx3 + x2

2 dx3 ∧ dx1 + x2
3 dx1 ∧ dx2;

6) S – зовнiшнiй бiк нижньої половини сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 4;

ω = x2
1x

2
2x3 dx1 ∧ dx2;

7) S – зовнiшнiй бiк елiпсоїда x2
1

9
+ x2

2

4
+ x2

3 = 1; ω = x3 dx1 ∧ dx2;

8) S – той бiк поверхнi x2
2 = 1 − x1, 0 ≤ x3 ≤ x1, який видно з

додатного напрямку осi Ox1; ω = x2
2 dx2 ∧ dx3 + x3 dx3 ∧ dx1 −

−x1 dx1 ∧ dx2;
9) S – той бiк поверхнi x2

3 = x1, x
2
2 ≤ 1 − x1, x2 ≥ 0, який видно з

додатного напрямку осi Ox1; ω = 2x1 dx2 ∧ dx3 − x2 dx3 ∧ dx1 +
+3x3 dx1 ∧ dx2;

10) S – внутрiшнiй бiк верхньої половини сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1;

ω = x1x2 dx2 ∧ dx3;
11) S – зовнiшнiй бiк поверхнi призми з вершинами (1, 0, 0), (1, 1, 0),

(0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 0, 1), (0, 0, 0); ω = x1 dx2∧ dx3 +x1x2 dx3∧ dx1 +
+(x1 + x3) dx1 ∧ dx2;

12) S – зовнiшнiй бiк поверхнi призми з вершинами (0, 0, 0), (1, 0, 0),
(1, 0, 1), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 1, 0); ω = x2

1 dx2 ∧ dx3− 3x1 dx3 ∧ dx1 +
+(x2

1 − x2
2) dx1 ∧ dx2;

13) S – внутрiшнiй бiк поверхнi симплекса {(x1, x2, x3) |
x1 +x2 +x3 ≤ 1, xi ≥ 0; i = 1, 2, 3}; ω = 2x1 dx2∧ dx3 +x2 dx3∧ dx1;

14) S – зовнiшнiй бiк поверхнi куба [0, 1]3; ω = x1x2 dx2 ∧ dx3 +
+3x1x2x3 dx1 ∧ dx2;

15) S – зовнiшнiй бiк поверхнi цилiндра |x1| + |x2| = 1, 0 ≤ x3 ≤ 2;
ω = x2

1x
2
2 dx2 ∧ dx3 − (x2

1 + x2
3) dx3 ∧ dx1;
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16) S – зовнiшнiй бiк поверхнi куба [0, 1]3; ω = x1 dx2 ∧ dx3 +
+x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2;

17) S – зовнiшнiй бiк поверхнi паралелепiпеда 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 2,
0 ≤ x3 ≤ 3; ω = ex1 dx2 ∧ dx3 + ex2 dx3 ∧ dx1 + ex3 dx1 ∧ dx2;

18) S – зовнiшнiй бiк поверхнi, розташованої в першому октантi та скла-
деної з поверхнi цилiндра x2

1 + x2
2 = 4 i площин x3 = 3, xi = 0,

i = 1, 2, 3; ω = x2x3 dx1 ∧ dx2 + x1x3 dx2 ∧ dx3 + x1x2 dx1 ∧ dx3;
19) S – зовнiшнiй бiк поверхнi, розташованої в першому октантi та скла-

деної з поверхонь параболоїда обертання x3 = x2
1 + x2

2, цилiндра
x2

1 + x2
2 = 1 i координатних площин; ω = x2

1x3 dx1 ∧ dx2 +
+x1x3 dx2 ∧ dx3 + x2

1x2 dx1 ∧ dx3;
20) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла {(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 ≤ 1,

0 ≤ x3 ≤ 2, x1 ≥ 0}; ω = x3x1 dx1 ∧ dx2;
21) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла

{
(x1, x2, x3) | 0 ≤ x3 ≤ 1− x2

1 − x2
2

}
;

ω = x1 dx2 ∧ dx3;
22) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла

{
(x1, x2, x3) | 0 ≤ x3 ≤ 1−

√
x2

1 + x2
2

}
;

ω = x2
2 dx1 ∧ dx3;

23) S – внутрiшнiй бiк поверхнi пiрамiди з вершинами (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1), (0,−1, 0); ω = x1x2 dx1 ∧ dx3;

24) S – внутрiшнiй бiк поверхнi тiла
{
(x1, x2, x3) | x2

3 ≥ x2
1 + x2

2, 1≤ x3≤ 2
}

;
ω = (x1 + x2) dx2 ∧ dx3;

25) S – зовнiшнiй бiк поверхнi куба [−1, 1]3; ω = dx2 ∧ dx1;
26) S – внутрiшнiй бiк поверхнi тiла {(x1, x2, x3) | |x1|+ |x2|+ |x3| ≤ 1} ;

ω = x2
1x

2
2 dx2 ∧ dx3;

27) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла
{
(x1, x2, x3) | 1 ≤ x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ 4
}

;
ω = x1 dx2 ∧ dx3 + x2 dx3 ∧ dx1;

28) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла {(x1, x2, x3) |x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 1,

xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 3}; ω = x3 dx1 ∧ dx2;
29) S – внутрiшнiй бiк поверхнi тiла {(x1, x2, x3) |x2

1 + 4x2
2 + 9x2

3 ≤ 1,
xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 3}; ω = (x1 − x3) dx2 ∧ dx3;

30) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3≤ 4, x1≤ x2

}
;

ω = (x1 + x2 + x3) dx1 ∧ dx2.
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Заняття 17
Iнтеграл вiд диференцiала. Умови незалежностi
криволiнiйного iнтеграла вiд шляху iнтегрування.
Зовнiшнiй диференцiал форми

Контрольнi запитання
1) Формула для обчислення криволiнiйного iнтеграла вiд диференцiала.
2) Умова незалежностi криволiнiйного iнтеграла вiд шляху iнтегрування.
3) Зовнiшнiй диференцiал вiд диференцiальної форми.

A 17

17.1. (О) Перевiрити, чи є форма ω повним диференцiалом, i обчислити
B∫
A

ω :

1) ω = (x2 dx1 − x1 dx2)x−2
1 , A = (2, 1), B = (1, 2), шлях iнтегрування

не перетинає вiсь Ox2;
2) ω = (x4

1 + 4x1x
3
2) dx1 + (6x2

1x
2
2 − 5x4

2) dx2, A = (−2,−1), B = (3, 0);
3) ω = ex1(cosx2 dx1 − sinx2 dx2), A = (0, 0), B = (2, 3);
4) ω = x2x3 dx1 + x3x1 dx2 + x1x2 dx3, A = (1, 2, 3), B = (6, 1, 1).

17.2. (C) Визначити функцiю z : A→ R за її диференцiалом в A :
1) dz = (x2

1 +2x1x2−x2
2) dx1 +(x2

1−2x1x2−x2
2) dx2, (x1, x2) ∈ A = R2;

2) dz = (x1 dx2 − 2x2 dx1)x−3
1 , (x1, x2) ∈ A = [1,+∞)× R;

3) dz = cosx2 dx1 − x1 sinx2 dx2, (x1, x2) ∈ A = R2;
4) dz = (x2

1 − 2x2x3) dx1 + (x2
2 − 2x1x3) dx2 + (x2

3 − 2x1x2) dx3,
(x1, x2, x3) ∈ A = R3.

17.3. (O) Знайти роботу сили ~F (x1, x2) = (0,−mg), (x1, x2)∈ R2, g > 0, з
перемiщення матерiальної точки масою m з положення (x0

1, x
0
2) у

положення (y0
1 , y

0
2).

17.4. (O) Знайти зовнiшнiй диференцiал форми ω :
1) ω = x1 dx1 + x2 dx2;
2) ω = x3 dx1 ∧ dx2 − x1x2 dx3 ∧ dx2;
3) ω = P (x1, x2) dx1 +Q(x1, x2) dx2, де {P,Q} ⊂ C(1)(R2);
4) ω = P (x1, x2, x3) dx1 + Q(x1, x2, x3) dx2 + R(x1, x2, x3) dx3, де

{P,Q,R} ⊂ C(1)(R3);
5) ω = P (x1, x2, x3) dx2 ∧ dx3 + Q(x1, x2, x3) dx3 ∧ dx1 +

+R(x1, x2, x3) dx1 ∧ dx2, де {P,Q,R} ⊂ C(1)(R3).

17.5∗. (Д) Нехай f ∈ C(R), Γ – кусково-гладка замкнена крива в R3.
Довести, що

∫
Γ

f(x2
1 + x2

2)(x1 dx1 + x2 dx2) = 0.
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17.6∗. (Д) Довести, що множина A =
{
(x1, x2) | 0 < x2

1 + x2
2 < R2

}
для

довiльного R > 0 не є однозв’язною.
Вказiвка. Розглянути iнтеграл вiд форми ω= x2 dx1 − x1 dx2

x2
1 + x2

2

, (x1, x2)∈A.

B 17

17.7. (I) Перевiрити, чи є форма ω повним диференцiалом, i обчислити
B∫
A

ω :

1) ω = x1 dx2 + x2 dx1, A = (1,−2), B = (2,−1);
2) ω = x2

1 dx1 + x2
2 dx2, A = (1, 0), B = (−3, 2);

3) ω = (x1 + x2) dx1 + (x1 − x2) dx2, A = (2, 2), B = (0, 1);
4) ω = (x1 dx1 + x2 dx2)(x2

1 + x2
2)
−1/2, A = (3, 4), B = (0, 1), шлях

iнтегрування не мiстить точки (0, 0);
5) ω = (x1 dx2 − x2 dx1)(x1 − x2)−2, A = (−1, 0), B = (0, 1), шлях

iнтегрування не перетинає пряму x1 = x2;
6) ω = cos(x1x2)(x2 dx1 + x1 dx2), A = (0, π), B = (

√
π,
√
π);

7) ω = ex2( dx1 + x1 dx2), A = (1, 0), B = (2, 1);
8) ω = ( dx1 + 2 dx2)(x1 + 2x2)−1, A = (e, 2e), B = (0, e), шлях iнтегру-

вання не перетинає пряму x1 + 2x2 = 0;
9) ω = (4x3

1 + x2) dx1 + x1 dx2, A = (1, 1), B = (−1, 2);
10)∗ω = f(x1 + x2)( dx1 + dx2), f ∈ C(R), A = (0, 0), B = (5, 2);
11) ω = x2

1 dx1 − x2 dx2 + x3
3 dx3, A = (1, 1, 1), B = (2, 0, 2);

12) ω = (x1 dx1 + x2 dx2 + x3 dx3)(x2
1 + x2

2 + x2
3)
−1/2, A = (1, 0, 0),

B = (0, 3, 4), шлях iнтегрування не мiстить точки (0, 0, 0);
13) ω = sin(x1 +x2 +x3)( dx1 + dx2 + dx3), A = (π, π

2 ,
π
3 ), B = (π

6 ,
π
4 ,

π
4 );

14) ω = sin(x2x3) dx1 + x1x3 cos(x2x3) dx2 + x1x2 cos(x2x3) dx3,
A = (1, 1, π), B = (2, π

2 , 3);
15) ω = 4x3

1x2 dx1 + (x4
1 + 2x2x3) dx2 + x2

2 dx3, A = (1,−1, 1),
B = (−1, 1,−1);

16) ω = (x2
1+x2

2+x2
3)(x1 dx1+x2 dx2+x3 dx3), A = (3, 4, 0), B = (0, 0, 5);

17) ω = ex1x2(x2x3 dx1 + x1x3 dx2 + dx3), A = (1, 1, e), B = (0, 2, 1);
18) ω = (2x1x2x3 +x2

2x3) dx1 +(x2
1x3 +2x1x2x3) dx2 +(x2

1x2 +x1x
2
2) dx3,

A = (1, 3, 1), B = (3, 1, 3);
19) ω = (x2x3 dx1 + x3x1 dx2 − x1x2 dx3)x−2

3 , A = (1, 1, 1), B = (2, 2, 4),
шлях iнтегрування не перетинає вiсь Ox3;

20) ω = shx1 dx1 + chx2 dx2 + ex3 dx3, A = (0, 0, 0), B = (1,−1, 1).

17.8. (I) Визначити функцiю z : A→ R, що на A має такий диференцiал:
1) dz = xx2−1

1 (x2 dx1 + x1 lnx1 dx2), (x1, x2) ∈ A = (0,+∞)× R;
2) dz = (x2 dx1 − x1 dx2)(x1 + x2)−2, (x1, x2) ∈ A = [1,+∞)2;
3) dz = (x2 dx1 + x1 dx2)(x1x2)−1/2, (x1, x2) ∈ A = [1,+∞)2;
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4) dz = (3x2
1 + 2x1x2) dx1 + x2

1 dx2, (x1, x2) ∈ A = R2;

5) dz = dx1 + dx2

cos2(x1 + x2)
, (x1, x2) ∈ A =

[
0, π

4

)2

;

6) dz=
(

ln(x1+x2)+
x1

x1 + x2

)
dx1+

x1

x1 + x2
dx2, (x1, x2)∈A=[1,+∞)2;

7) dz = (4x3
1 + x1 − x2) dx1 + (x2 − x1) dx2, (x1, x2) ∈ A = R2;

8) dz = 2x1x2 dx1 + (x2
1 + 9x2

2) dx2), (x1, x2) ∈ A = R2;
9) dz = (cos(x1 + x2) − sin(x1 − x2)) dx1 + (cos(x1 + x2) +

+ sin(x1 − x2)) dx2, (x1, x2) ∈ A = R2;
10) dz = (sh(x1 +x2) + ch(x1−x2)) dx1 +(sh(x1 +x2)− ch(x1−x2)) dx2,

(x1, x2) ∈ A = R2.

17.9. (I) Обчислити роботу сили ~F з перемiщення матерiальної точки ма-
сою m з положення A в положення B :

1) ~F (x1, x2) = (−x1,−x2), (x1, x2)∈ R2, A = (0, 1), B = (2, 0);

2) ~F (x1, x2) =
(
− mx1

(x2
1 + x2

2)
3/2 ,−

mx2

(x2
1 + x2

2)
3/2

)
, (x1, x2)∈ R2\{(0, 0)},

A = (1, 0), B = (3, 4), шлях точки не мiстить точки (0, 0);
3) ~F (x1, x2) = (−mx1(x2

1 + x2
2 − 1),−mx2(x2

1 + x2
2 − 1)), (x1, x2)∈ R2,

A = (1
2 ,

1
2 ), B = (2, 1);

4) ~F (x1, x2) =
(
x1x2 + x2

2 sinx1

2
,
x2

1 − 2x2 cosx1

2

)
, (x1, x2)∈ R2,

A = (0, 0), B = (π, 1);
5) ~F (x1, x2) = (x1 + x2, x1), (x1, x2)∈ R2, A = B = (1, 1);
6) ~F (x1, x2) = (2x1x2, x

2
1), (x1, x2)∈ R2, A = (2, 0), B = (0, 1);

7) ~F (x1, x2) = (−m,−m), (x1, x2)∈ R2, A = (1, 2), B = (2, 1);
8) ~F (x1, x2) = (m, 2m), (x1, x2)∈ R2, A = (1, 3), B = (3, 2);
9) ~F (x1, x2) = (m,−3m), (x1, x2)∈ R2, A = (5, 5), B = (4, 6);

10) ~F (x1, x2) = (m, 0), (x1, x2)∈ R2, A = (2, 1), B = (−5,−6).

17.10. (I) Визначити зовнiшнiй диференцiал форми ω :
1) ω = x1x2 dx1 + sin(x1x2) dx2; 2) ω = chx1 dx1+sh(x1+x2) dx2;
3) ω = x1x3 dx1 + x2x3 dx2 + x3x1 dx3;
4) ω = ex1+x2 dx1 + cos2 x2 dx2 + arctg(x1x3) dx3;
5) ω = x1 dx2 ∧ dx3 + x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2;
6) ω = 2 dx2 ∧ dx3 + x1x2 dx3 ∧ dx1 + (x1 − x2) dx1 ∧ dx2;
7) ω = x1 dx1 ∧ dx2 + x1x2 dx1 ∧ dx3;

8) ω =
m∑

k=1

exp(xk
k) dxk;

9)∗ω =
m∑

k=1

sinxk dxk+1 ∧ . . . ∧ dxm ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxk−1.
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Заняття 18
Формула Грiна. Обчислення площi

Контрольнi запитання
1) Формула Грiна.
2) Формула для обчислення площi за допомогою криволiнiйного

iнтеграла.

A 18

18.1. (O) Обчислити криволiнiйний iнтеграл
∫
Γ

ω :

1) Γ – контур трикутника ABC з вершинами A(1, 1), B(0, 0), C(0, 2), що
пробiгається в додатному напрямку; ω = (x1+x2)2 dx1−(x2

1+x2
2) dx2;

2) Γ – елiпс x2
1

a2 + x2
2

b2
= 1, a > 0, b > 0, що пробiгається в додатному

напрямку; ω = (x1 + x2) dx1 − (x1 − x2) dx2;

3) Γ – крива, що обмежує множину {(x1, x2) | 0 < x1 < π, 0 < x2 < sinx1}
та пробiгається в додатному напрямку; ω = ex1

(
(1 − cosx2) dx1 −

−(x2 − sinx2) dx2

)
;

4) Γ – верхнє пiвколо x2
1+x2

2 = 2x1, що пробiгається вiд точки A(2, 0) до
точки O(0, 0); ω = (ex1 sinx2−x2) dx1+(ex1 cosx2−1) dx2 (доповнити
криву Γ до замкненої кривої прямолiнiйним вiдрiзком OA осi Ox1);

5) Γ – проста замкнена крива, що не проходить через початок координат
i пробiгається в додатному напрямку; ω = x1 dx2 − x2 dx1

x2
1 + x2

2

.

Вказiвка. Розглянути два випадки: 1) множина, обмежена кривою Γ,
не мiстить початку координат; 2) крива Γ оточує початок координат.

18.2. (O) Обчислити площi фiгур, обмежених заданими кривими:

1) елiпсом {(a cos t, b sin t) | 0 ≤ t ≤ 2π} , a > 0, b > 0;

2) параболою (x1 + x2)2 = x1 i вiссю Ox1;

3) кривою
(
x1

a

)n

+
(
x2

b

)n

= 1, {a, b, n} ⊂ (0,+∞), i осями координат.

Вказiвка. Покласти x1 = a(cosϕ)
2
n , x2 = a(sinϕ)

2
n .
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B 18

18.3. (I) Використовуючи формулу Грiна, обчислити криволiнiйний iнтеграл∫
Γ

ω, де Γ – границя заданої множини F ⊂ R2, що пробiгається в додатному

напрямку:

1) F =
{
(x1, x2) | (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 ≤ 1

}
;

ω =
√
x2

1 + x2
2 dx1 + x2[x1x2 + ln(x1 +

√
x2

1 + x2
2)] dx2;

2) F = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 2, 0 ≤ x2 ≤ 1 + x1} ; ω = (x1 + 2x2) dx1 +
+x1x2 dx2;

3) F = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| ≤ 1} ; ω = x1x
2
2 dx1 + x3

1 dx2;

4) F – множина точок квадрата [0, 1]2, що лежать поза кругом(
x1 − 1

2

)2

+
(
x2 − 1

2

)2

≤ 1
4
; ω = x2

1 dx1 + x1x2 dx2;

5) F =
{
(x1, x2) | x1 ≥ x2

2 − 2, x1 ≤ 2
}

; ω = (x1 + 2x2) dx1 + x1x2 dx2;

6) F =
{
(x1, x2) | x1 ≥ x2

1 − 2, x1 ≤ |x2|
}

; ω = x1x2 dx1+(x1+3x2) dx2;

7) F =
{
(x1, x2) | (x1 − 1)2 + x2

2 ≤ 1
}

; ω = x2 dx1 + x1 dx2;

8) F =
{

(x1, x2) | − 1 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤
√

1− x2
1

}
;

ω = −3x2
1x2 dx1 + 3x1x

2
2 dx2;

9) F =
{
(x1, x2) | − 1 ≤ x1 ≤ x2

2, 0 ≤ x2 ≤ 1
}

; ω = (x1 + 2x2) dx1 −
−x1x2 dx2;

10) F =
{
(x1, x2) | 1 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 4

}
; ω = (x2

1 +x2
2)
−1(−x2 dx1 +x1 dx2).

18.4. (I) Обчислити криволiнiйний iнтеграл
∫
Γ

ω, доповнивши криву Γ до

замкненої кривої та скориставшись формулою Грiна:

1) Γ – верхнє пiвколо x2
1 + x2

2 = 1, x2 ≥ 0, що пробiгається вiд точки
A(1, 0) до точки B(−1, 0); ω = x1x

2
2 dx2 − x2

1x2 dx1;

2) Γ – дуга кола x2
1 +x2

2 = 4, x1 ≥ 0, що пробiгається вiд точки A(0,−2)
до точки B(0, 2); ω = e−(x2

1−x2
2)(cos(2x1x2) dx1 + sin(2x1x2) dx2);

3) Γ – дуга елiпса x2
1+ x2

2

4
= 1, x2 ≥ 0, що пробiгається вiд точки A(1, 0)

до точки B(−1, 0); ω = (x1x2 + x1 + x2) dx1 + (x1x2 + x1 − x2) dx2;

4) Γ – нижнє пiвколо x2
1 + x2

2 = 2x1, x2 ≤ 0, що пробiгається вiд точки
O(0, 0) до точки A(2, 0); ω = (x1x2+x1+x2) dx1+(x1x2+x1−x2) dx2;

5) Γ – чверть кола x2
1 + x2

2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, що пробiгається вiд
точки A(1, 0) до точки B(0, 1); ω = (x2 − x2

1) dx1 + (x1 + x2
2) dx2;

56



6) Γ – дуга кола x2
1 + x2

2 = 1, x1 ≤ x2, що пробiгається вiд точки

A

(
1√
2
, 1√

2

)
до точки B

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
; ω = x1x

2
2 dx1 − x3

1 dx2;

7) Γ – дуга косинусоїди x2 = cosx1, −π2 ≤ x1 ≤ π
2
, що пробiгається в

напрямку зростання x1; ω = (2x1 + 3x2) dx1 + 5x2 dx2;

8) Γ – ламана, що з’єднує послiдовно точки (−1, 0), (−1, 1), (1, 1), (1, 0);
ω = x1x

2
2 dx1 + ex1+x2 dx2;

9) Γ – ламана, що з’єднує послiдовно точки (−1, 0), (0, 1), (1, 0);
ω = x2

1x2 dx1 + (x1 − x2)x2;

10) Γ – крива, що складається з вiдрiзка прямої, який з’єднує точки
(−1, 0) i (0, 1), i дуги кола з центром у точцi (0, 0) радiусом 1, розта-
шованої в першiй чвертi площини; пробiгається в напрямку (−1, 0) →
(0, 1) → (1, 0); ω = x2

2 dx1 + x1x2 dx2.

18.5. (I) Використовуючи формулу Грiна, обчислити площi фiгур, обмеже-
них заданими кривими:

1) астроїдою
{
(cos3 t, sin3 t) | 0 ≤ t ≤ 2π

}
;

2)∗кривою x3
1 + x3

2 = x2
1 + x2

2 i осями координат;

3)∗кривою (x1 + x2)3 = x1x2 (покласти x2 = x1t);

4)∗кривою x4
1 + x4

2 = x3
1 + x3

2 i осями координат;

5) кардiоїдою {(2 cos t− cos 2t, 2 sin t− sin 2t) | 0 ≤ t ≤ 2π} ;

6) параболою (x1 − x2)2 = x1 i вiссю Ox1;

7) гiпоциклоїдою {(2 cos t+ cos 2t, 2 sin t− sin 2t) | 0 ≤ t ≤ 2π} ;

8)∗петлею декартового листа x3
1 + x3

2 = 3x1x2 (покласти x2 = x1t);

9) лемнiскатою (x2
1 + x2

2)
2 = x2

1 − x2
2;

10) дугою гiперболи x1 = ch t, x2 = 2 sh t вiд точки M(x0
1, x

0
2) до точки

перетину з вiссю Ox1, вiдрiзком цiєї осi та вiдрiзком прямої OM.
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Заняття 19
Формула Остроградського – Гаусса та формула Стокса

Контрольнi запитання
1) Формула Остроградського – Гаусса.
2) Формула Стокса.

A 19

19.1. (O) Обчислити поверхневий iнтеграл
∫
S

ω, де в задачах 1–3 S – гла-

денька поверхня, що обмежує тiло скiнченного об’єму V :
1) ω = x2x3 dx2 ∧ dx3 + x3x1 dx3 ∧ dx1 + x1x2 dx1 ∧ dx2;

2) ω =
(
∂R
∂x2

− ∂Q
∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂P
∂x3

− ∂R
∂x1

)
dx3 ∧ dx1 +

+
(
∂Q
∂x1

− ∂P
∂x2

)
dx1 ∧ dx2;

3) ω = x1 dx2 ∧ dx3 + x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2;
4) ω = x3

1 dx2 ∧ dx3 + x3
2 dx3 ∧ dx1 + x3

3 dx1 ∧ dx2, де S – зовнiшнiй бiк
сфери x2

1 + x2
2 + x2

3 = 4.

19.2. (O) Обчислити об’єм тiла, обмеженого тором x1 = (b+a cosψ) cosϕ,
x2 = (b+ a cosψ) sinϕ, x3 = a sinψ; {ϕ,ψ} ⊂ [0, 2π]; 0 < a ≤ b.
19.3. (C) Обчислити iнтеграл

∫
Γ

(x2 dx1 + x3 dx2 + x1 dx3), де Γ – коло

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x1 + x2 + x3 = 0, що пробiгається проти годиннико-

вої стрiлки, якщо дивитися з боку додатного напрямку осi Ox1.
19.4. (C) Обчислити iнтеграл

∫
Γ

(
(x2−x1) dx1+(x3−x1) dx2+(x1−x2) dx3

)
,

де Γ – елiпс x2
1 +x2

2 = 1, x1 +2x3 = 1, що пробiгається проти годинникової
стрiлки, якщо дивитися з боку додатного напрямку осi Ox1.

B 19

19.5. (I) Використовуючи формулу Остроградського – Гаусса, обчислити
поверхневий iнтеграл

∫
S

ω :

1) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 ≤ 1, |x3| ≤ 1

}
,

ω = (x1 + 2x2) dx2 ∧ dx3;
2) S – внутрiшнiй бiк поверхнi куба [0, 1]3, ω = x1x3 dx2 ∧ dx3 +

+(x2
1 + x2

3) dx1 ∧ dx2;
3) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла

{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ 1
}
,

ω = x1 dx2 ∧ dx3 + 2x2 dx3 ∧ dx1;
4) S – внутрiшнiй бiк поверхнi тiла

{
(x1, x2, x3) | x2

2 ≤ 2 − x1,

0 ≤ x3 ≤ x1

}
, ω = x2

1 dx2 ∧ dx3 + x2
3 dx1 ∧ dx2;
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5) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ 1
}
,

ω = x3
1 dx2 ∧ dx3 + x3

2 dx3 ∧ dx1 + x3
3 dx1 ∧ dx2;

6)∗S – зовнiшнiй бiк поверхнi |x1−x2+x3|+|x2−x3+x1|+|x3−x1+x2| = 1,
ω = (x1 − x2 + x3) dx2 ∧ dx3 + (x2 − x3 + x1) dx3 ∧ dx1 + (x3 − x1 +
+x2) dx1 ∧ dx2;

7) S – зовнiшнiй бiк конiчної поверхнi x2
1 + x2

2 = x2
3, 0 ≤ x3 ≤ 1;

ω = x2
1 dx2 ∧ dx3 + x2

2 dx3 ∧ dx1 + x2
3 dx1 ∧ dx2 (приєднати части-

ну площини x3 = 1, x2
1 + x2

2 ≤ 1);
8) S – зовнiшнiй бiк поверхнi призми

{
(x1, x2, x3) |x1 + x2 ≤ 1, x3 ≤ 1,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3
}

без нижньої основи; ω = x1x3 dx1 ∧ dx2 +
+x3 dx2 ∧ dx3 + x1x2x3 dx3 ∧ dx1;

9) S – зовнiшнiй бiк поверхнi призми
{
(x1, x2, x3) | |x1| + |x2| ≤ 1,

0 ≤ x3 ≤ 1
}

без верхньої основи, ω = x2
1x2 dx2 ∧ dx3 + dx1 ∧ dx2;

10) S – зовнiшнiй бiк поверхнi тiла
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 ≤ 1, x3 ≤ x2

1 + x2
2,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3
}

без нижньої основи
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 ≤ 1,

x3 = 0, xi ≥ 0, i = 1, 2
}
, ω = x2

2x3 dx1 ∧ dx2 + x2
1x3 dx2 ∧ dx3.

19.6. (I) Використовуючи формулу Остроградського – Гаусса, обчислити
об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

1) x2
1 + x2

2 + x2
3 = r2, де r > 0;

2) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 2x2;

3) поверхнею x1 = cos(ϕ − ψ), x2 = sin(ϕ − ψ), x3 = sinψ, {ϕ,ψ} ⊂
⊂ [0, 2π], i площинами x3 = ±1;

4) поверхнею x1 = t1 cos t2, x2 = t1 sin t2, x3 = −t1 + cos t2, t1 ≥ 0,
t2 ∈ [0, 2π], i площиною x3 = 0;

5) поверхнею x2
1 + x2

2 = x2
3 i площиною x3 = h, h > 0;

6) поверхнею x2
1 + x2

2 = r2 i площинами x3 = 0, x3 = h, h > 0, r > 0;
7) поверхнею x3 = x2

1 + x2
2 i площиною x3 = h, h > 0;

8) поверхнею x2
1 + x2

2 + x2
3 = r2 i площиною x3 = h, r > h > 0, x3 ≥ h;

9) x2
1

a2 + x2
2

b2
+ x2

3

c2
= 1, a, b, c > 0;

10)∗поверхнями x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 i (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 + x2

3 = 1.

19.7. (I) Використовуючи формулу Стокса, обчислити криволiнiйний iнте-
грал другого роду

∫
Γ

ω :

1) Γ – перетин поверхнi x2
1 +x2

2 = 1 i площини x1 +x2 +x3 = 1; обхiд за
годинниковою стрiлкою, якщо дивитися з боку додатного напрямку
осi Ox3; ω = (x3 − x2) dx1 + (x1 − x3) dx2 + (x2 − x1) dx3;

2) Γ – перетин поверхонь x2
1 + x2

2 + x2
3 = 2Rx1, x2

1 + x2
2 = 2rx1,

x3 > 0, 0 < r < R, який пробiгається так, що менша область, обме-
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жена Γ на поверхнi сфери, залишається злiва; ω = (x2
2 + x2

3) dx1 +
+(x2

1 + x2
3) dx2 + (x2

1 + x2
2) dx3;

3) Γ – перерiз поверхнi куба [0, 1]3 площиною x1 + x2 + x3 = 3
2
, що

пробiгається проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатного
напрямку осi Ox1; ω = (x2

2 − x2
3) dx1 + (x2

3 − x2
1) dx2 + (x2

1 − x2
2) dx3;

4) Γ – перерiз сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 площиною x3 = 1

2
, що пробiга-

ється проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з боку додатного
напрямку оi Ox3; ω = (x1 + x2) dx2 + (x1 − x3) dx3;

5) Γ – перерiз сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 4 площиною x2 = 1, що пробiга-

ється проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з боку додатного
напрямку осi Ox2; ω = (x1 + x2) dx2 + (x1 − x3) dx3;

6) Γ – перерiз сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 площиною x1 + x2 − x3 = 0,

що пробiгається за годинниковою стрiлкою, якщо дивитися з боку
додатного напрямку осi Ox1; ω = (x2

1 + x2
2) dx1 + (x2

1 − x2
3) dx3;

7) Γ – перерiз сфери x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 площиною x1 + x2 + x3 = 1,

що пробiгається за годинниковою стрiлкою, якщо дивитися з боку
додатного напрямку осi Ox1; ω = x2

1 dx1 + x1x2 dx2 + x1x3 dx3;

8) Γ – перерiз елiпсоїда x2
1 + x2

2

4
+ x2

3 = 1 площиною x3 = 1
2
, що пробi-

гається за годинниковою стрiлкою, якщо дивитися з боку додатного
напрямку осi Ox3; ω = (x2 − x3) dx1 + (x3 − x1) dx2 + (x1 − x2) dx3;

9) Γ – перерiз цилiндричної поверхнi x2
1 + x2

2 = 1 площиною x1 = x3,
що пробiгається проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з боку
додатного напрямку осi Ox1; ω = (x1 + x2) dx1 + x1x2 dx3;

10) Γ – перерiз конiчної поверхнi x3 =
√
x2

1 + x2
2 площиною x1 +2x3 = 1,

що пробiгається проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з початку
координат; ω = (x1 − x2 + x3) dx1 + x2x3 dx2;

11) Γ – елiпс
{
(sin2 t, sin 2t, cos2 t) | 0 ≤ t ≤ π

}
, що пробiгається в на-

прямку зростання параметра t; ω = (x2 + x3) dx1 + (x3 + x1) dx2 +
+(x1 + x2) dx3;

12) Γ – крива {(cos t, cos 2t, cos 3t) | 0 ≤ t ≤ 2π} , що пробiгається в на-
прямку зростання параметра t; ω = x2

2x
2
3 dx1 + x2

1x
2
3 dx2 + x2

1x
2
2 dx3;

13) Γ – крива {(sin t, sin 5t, sin 3t) | 0 ≤ t ≤ π} , що пробiгається в напрям-
ку зростання параметра t; ω = x2

1x3 dx1 + x2
1x3 dx2 + x1x

2
2 dx3;

14) Γ – виток гвинтової лiнiї {(cos t, sin t, t) | 0 ≤ t ≤ 2π} , що пробiга-
ється в напрямку зростання параметра t; ω = (x2

1 − x2x3) dx1 +
+(x2

2−x3x1) dx2 +(x2
3−x1x2) dx3. Вказiвка. Доповнити криву Γ пря-

молiнiйним вiдрiзком.
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Заняття 20
Довжина дуги. Криволiнiйнi iнтеграли першого роду

Контрольнi запитання
1) Формула для обчислення довжини дуги.
2) Формула для обчислення криволiнiйного iнтеграла першого роду.
3) Формула для обчислення маси кривої та координат її центру ваги.

A 20

20.1. (O) Обчислити довжину кривої Γ :

1) Γ – дуга кривої
{
(3t, 3t2, 2t3) | t∈ R

}
вiд точки (0, 0, 0) до точки (3, 3, 2);

2) Γ = {(t cos t, t sin t, t) | 0 ≤ t ≤ π} .
20.2. (O) Обчислити криволiнiйний iнтеграл

∫
Γ

fdl :

1) Γ = {(a cos t, a sin t, bt) | 0 ≤ t ≤ 2π} , a > 0, b > 0; f(x1, x2, x3) =
= x2

1 + x2
2 + x2

3, (x1, x2, x3)∈ R3;

2) Γ – дуга кривої x2
1 + x2

2 = x2
3, x

2
2 = x1 вiд точки (0, 0, 0) до точки

(1, 1,
√

2); f(x1, x2, x3) = x3, (x1, x2, x3)∈ R3.

20.3. (C) Знайти масу кривої Γ =
{
(x1, x2) | x2

2 = 4x1, 0 ≤ x1 ≤ 1
}
, якщо

лiнiйна щiльнiсть цiєї кривої в точцi (x1, x2) ∈ Γ дорiвнює |x2|.
20.4. (C) Визначити центр ваги однорiдної кривої Γ :

1) Γ = {(t− sin t, 1− cos t) | 0 ≤ t ≤ π} ;

2) Γ = {(et cos t, et sin t, et) | − 1 ≤ t ≤ 0} ;

3) Γ = {(et cos t, et sin t, et) | −∞ ≤ t ≤ 0} .

B 20

20.5. (I) Обчислити довжину кривої Γ :

1) Γ = {(e−t cos t, e−t sin t, e−t) | 0 ≤ t ≤ 1} ;

2)∗Γ – дуга кривої
{(

x1, arcsinx1,
1
4

ln 1− x1

1 + x1

)
| − 1 < x1 < 1

}
вiд точ-

ки (0, 0, 0) до точки (x0
1, x

0
2, x

0
3);

3) Γ =
{(

t, 2
√

2
3
t3/2, t

2

2

)
| 0 ≤ t ≤ 1

}
;

4) Γ =
{(√

2
2
t2, t

3

3
, t
)
| 0 ≤ t ≤ 4

}
;
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5) Γ =
{(

t2

2
, 2
√

2
5
t5/2, t

3

3

)
| 4 ≤ t ≤ 9

}
;

6) Γ =
{(

t, 4
√

2
5
t5/4, 2

3
t3/2

)
| 0 ≤ t ≤ 1

}
;

7) Γ =
{(

t4

4
, t, 2

√
2

5
t5/2

)
| 1 ≤ t ≤ 2

}
;

8) Γ =
{(

t2

2
,
√

2t, ln t
)
| e−1 ≤ t ≤ e

}
;

9) Γ =
{(

2
3
t3/2, t

√
2, 2t1/2

)
| 1 ≤ t ≤ 4

}
;

10) Γ =
{
(t, 2

√
2et/2, et) | ln 2 ≤ t ≤ ln 3

}
.

20.6. (I) Обчислити криволiнiйний iнтеграл
∫
Γ

fdl :

1) Γ – межа фiгури, обмеженої кривими x2
1 + x2

2 = 1, x1 = x2,
x1 ≥ x2; f(x1, x2) = x2

1 + x2, (x1, x2)∈ R2;

2) Γ = {(x1, x2) | |x1|+ |x2| = 1} ; f(x1, x2) = x2
1x2, (x1, x2)∈ R2;

3) Γ – межа трикутника з вершинами (0, 0), (2, 1), (1, 2);
f(x1, x2) = x1 + x2

2, (x1, x2)∈ R2;

4) Γ – межа сектора круга x2
1 + x2

2 ≤ 1, x1 ≥ |x2|;
f(x1, x2) = x2

1 + x2, (x1, x2)∈ R2;

5) Γ – межа трикутника з вершинами (0, 0), (1, 0), (0, 1);
f(x1, x2) = x1x2, (x1, x2)∈ R2;

6) Γ = {(t− sin t, 1− cos t) | 0 ≤ t ≤ 2π} ; f(x1, x2) = x2
1, (x1, x2)∈ R2;

7) Γ = {(cos t+ t sin t, sin t− t cos t) | 0 ≤ t ≤ 2π} ;
f(x1, x2) = x2

1 + x2
2, (x1, x2)∈ R2;

8) Γ = {(ch t, sh t) | 0 ≤ t ≤ t0} , t0 > 0; f(x1, x2) = x1x2, (x1, x2)∈ R2;

9) Γ =
{

(x1, x2) | x2/3
1 +x2/3

2 = 1
}

; f(x1, x2) = x
4/3
1 +x4/3

2 , (x1, x2)∈ R2;

10) Γ – межа сектора
{
(x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ x1

}
;

f(x1, x2) = exp(
√
x2

1 + x2
2), (x1, x2)∈ R2;

11) Γ – межа трикутника з вершинами (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1);
f(x1, x2, x3) = x1 + x2

2 + x3
3, (x1, x2, x3)∈ R3;

12) Γ – межа прямокутника з вершинами (1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 0, 1);
f(x1, x2, x3) = x1x

2
2x

3
3, (x1, x2, x3)∈ R3;
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13) Γ – ламана, що з’єднує послiдовно точки (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1);
f(x1, x2, x3) = x1 + 2x2 + 3x3, (x1, x2, x3)∈ R3;

14) Γ – межа трикутника з вершинами (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0);
f(x1, x2, x3) = x2, (x1, x2, x3)∈ R3;

15) Γ – ламана, що з’єднує послiдовно точки (0, 0, 0), (1, 1, 1), (3, 2, 1);
f(x1, x2, x3) = x1 − x2, (x1, x2, x3)∈ R3;

16)∗Γ – коло x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x1 + x2 + x3 = 0;

f(x1, x2, x3) = x2
1, (x1, x2, x3)∈ R3;

17) Γ = {(t cos t, t sin t, t) | 0 ≤ t ≤ t0} , t0 > 0;
f(x1, x2, x3) = x3, (x1, x2, x3)∈ R3;

18) Γ – чверть кола x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x1 = x2, що лежить у першому

октантi; f(x1, x2, x3) = x1 + x2, (x1, x2, x3)∈ R3;

19) Γ – чверть кола x2
1 + x2

2 + x2
3 = 4, x2

1 + x2
2 = 1, x3 ≥ 0, що лежить у

першому октантi; f(x1, x2, x3) = x1x2x3, (x1, x2, x3)∈ R3;

20) Γ – коло x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2 = x3; f(x1, x2, x3) = x2 − x3,

(x1, x2, x3)∈ R3.

20.7. (I) Знайти масу кривої Γ з лiнiйною щiльнiстю ρ :

1) Γ = {(x1, lnx1) | 1 ≤ x1 ≤ e} ; ρ(x1, x2) = x2
1, (x1, x2) ∈ Γ;

2) Γ =
{
(a cos t, b sin t) | 0 ≤ t ≤ π

2
}
, a > 0, b > 0; ρ(x1, x2) = x2,

(x1, x2) ∈ Γ;

3) Γ =
{(
t, t

2

2
, t

3

3
)
| 0 ≤ t ≤ 1

}
; ρ(x1, x2, x3) =

√
2x2, (x1, x2, x3) ∈ Γ;

4) Γ =
{(
x1,

x2
1

2
)
| 1 ≤ x1 ≤ 2

}
, ρ(x1, x2) = x2

x1
, (x1, x2) ∈ Γ;

5) Γ =
{
(ln(1 + t2), 2 arctg t− t) | 0 ≤ t ≤ 1

}
, ρ(x1, x2) = x2e

−x1 ,
(x1, x2) ∈ Γ.

20.8. (I) Визначити центр ваги однорiдної кривої Γ :

1) Γ =
{
(x1, x2) |

√
x1 +

√
x2 = 1

}
;

2) Γ =
{
(x1, x2) | x2

2 = x3
1 − x4

1

}
;

3) Γ = {(x1, chx1) | − 1 ≤ x1 ≤ 1} ;

4) Γ – дуга кола радiусом a при центральному кутi 2ϕ, 0 < ϕ < π;

5) Γ =
{

(x1, x2) | x2/3
1 + x

2/3
2 = 1, x2 ≥ 0

}
.
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Заняття 21
Площа поверхнi. Поверхневi iнтеграли першого роду

Контрольнi запитання
1) Формула для обчислення площi поверхнi.
2) Формула для обчислення поверхневого iнтеграла першого роду.

A 21

21.1. (O) Обчислити площу поверхнi (випадок явного задання поверхнi):
1) x3 = x1x2, x2

1 + x2
2 ≤ 1;

2) x2
1 + x2

2 + x2
3 = a2,

x2
1

a2
+
x2

2

b2
≤ 1; 0 < b < a.

21.2. (O) Обчислити площу поверхнi (випадок параметричного задання поверхнi):
1) x1 = (b + a cos θ) cosϕ, x2 = (b + a cos θ) sinϕ, x3 = a sin θ;

ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2, θ1 ≤ θ ≤ θ2; 0 < a ≤ b, 0 ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ 2π,
0 ≤ θ1 < θ2 ≤ 2π. Чому дорiвнює поверхня всього тора (ϕ1 = 0,
ϕ2 = 2π, θ1 = 0, θ2 = 2π)?

2) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = ϕ; 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

21.3. (O) Обчислити поверхневi iнтеграли першого роду
∫
S

f dσ :

1) S – поверхня x2
1 + x2

2 + x2
3 = a2, x3 ≥ 0, a > 0; f(x1, x2, x3) =

= x1 + x2 + x3, (x1, x2, x3)∈ R3;
2) S – поверхня тетраедра x1 + x2 + x3 ≤ 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

f(x1, x2, x3) = (1 + x1 + x2)−2, (x1, x2, x3) ∈ S;
3) S – частина поверхнi конуса x1 = r cosϕ sinα, x2 = r sinϕ sinα,

x3 = r cosα; 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π; a, α – сталi, a > 0, 0 < α < π
2 ;

f(x1, x2, x3) = x2
3, (x1, x2, x3)∈ R3.

21.4. (C) Знайти масу параболiчної оболонки
S =

{
(x1, x2, x3) | x3 = (x2

1 + x2
2)/2, 0 ≤ x3 ≤ 1

}
зi щiльнiстю ρ(x1, x2, x3) = x3, (x1, x2, x3) ∈ S.

B 21

21.5. (I) Обчислити площу поверхнi (випадок явного задання поверхнi):

1) x2
1 + x2

2 = 1, x2
1 + x2

3 = 1;

2) x2
3

2
= x1x2,

1
2
≤ x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

3) x3 =
√
x2

1 + x2
2, x

2
1 + x2

2 ≤ 2x2;
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4) x3 = x1 − x2, |x1 − x2| ≤ 1, |x1 + x2| ≤ 1;

5) x2
1 + x2

2 = 1, −x1 ≤ x3 ≤ x1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

6) (x2
1 + x2

2)
3/2 + x3 = 8, x3 ≥ 0;

7) (x1 + 2x2)2 + x3 = 1, 0 ≤ x2 ≤ 1
2 , x3 ≥ 0;

8) x3 = x2
1 − 2x2

2, x
2
1 + 4x2

2 ≤ 1, x3 ≥ 0;

9) x3 =
√
x2

1 + x2
2, x

2
1 + x2

2 ≤ 1, x2
2 ≤ x2

1;

10) (x2
1 + x2

2)x3 = x1 + x2, 1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

21.6. (I) Обчислити площу поверхнi (випадок параметричного задання поверхнi):
1) x1 = R cosϕ sinψ, x2 = R sinϕ sinψ, x3 = R cosψ; R > 0,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ π;
2) x1 = R cosϕ cosψ, x2 = R sinϕ cosψ, x3 = R sinψ;ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2,

ψ1 ≤ ψ ≤ ψ2; R > 0, 0 ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ 2π, 0 ≤ ψ2 < ψ2 ≤ π
2

;

3) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = r
√

cos 2ϕ; −π
4

≤ ϕ ≤ π
4
,

0 ≤ r ≤
√

cos 2ϕ;
4) x1 = cosϕ cosψ, x2 = sinϕ cosψ, x3 = sinψ; 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

−π
2
≤ ψ ≤ π

2
, | cosψ| ≥ | cosϕ|;

5) x1 = cosϕ sinψ, x2 = sinϕ sinψ, x3 = cosψ; 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
0 ≤ ψ ≤ π, | sinψ| ≤ | sinϕ|;

6) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = r2

2
; r ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, r2 ≤ sin 2ϕ;

7) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = r2

2
cos 2ϕ; 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π;

8) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = r2

2
; 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π;

9) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = r; 0 ≤ r ≤ 2 sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π;

10) x1 = 2r cosϕ, x2 = 3r sinϕ, x3 = r2
(

cos2 ϕ− 3 sin2 ϕ
2

)
; 0 ≤ r ≤ 1,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, | cos 2ϕ| ≥
√

3 | sinϕ|
2

.

21.7. (I) Обчислити поверхневий iнтеграл
∫
S

f dσ :

1) S =
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 = 4, 0 ≤ x3 ≤ x2 + 3

}
; f(x1, x2, x3) = x2

3,

(x1, x2, x3)∈ R3;

2) S = {(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3} ;
f(x1, x2, x3) = x1, (x1, x2, x3)∈ R3;
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3) S =
{
(x1, x2, x3) | x2

3 = x2
1 + x2

2, 1 ≤ x3 ≤ 2
}

; f(x1, x2, x3) = x2
1,

(x1, x2, x3)∈ R3;

4) S – частина цилiндра x2
1 + x2

2 = 1, що вирiзана площинами
x3 = 0, x3 = x1 + 2; f(x1, x2, x3) = x1x3, (x1, x2, x3)∈ R3;

5) S =
{
(x1, x2, x3) | 2x3 = x2

1, x2 ≥ 0, x1 ≤ 2, x1 ≥ x2

}
;

f(x1, x2, x3) = x2
1, (x1, x2, x3)∈ R3;

6) S =
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}

; f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 − 2x2
3,

(x1, x2, x3)∈ R3;

7) S = {(x1, x2, x3) | |x1|+ |x2| = 1, 0 ≤ x3 ≤ 1} ; f(x1, x2, x3) = x1 +
+2x2 + 3x3, (x1, x2, x3)∈ R3;

8) S – поверхня призми з вершинами (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 1, 0),
(1, 1, 0), (1, 1, 1); f(x1, x2, x3) = x1 + 2x2 + 3x3, (x1, x2, x3)∈ R3;

9) S – поверхня куба [0, 1]3; f(x1, x2, x3) = x1x2x3, (x1, x2, x3)∈ R3.

21.8∗. Нехай f ∈ C(R), {a, b, c}∈ R. Довести формулу Пуассона:∫
S

f(ax1 + bx2 + cx3) dσ = 2π
1∫
−1

f(x
√
a2 + b2 + c2) dx,

де S – сферична поверхня x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1.

21.9. (I) Знайти масу:

1) пiвсфери S =
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1, x3 ≥ 0
}

зi щiльнiстю
ρ(x1, x2, x3) = x3, (x1, x2, x3) ∈ S;

2) сфери S =
{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}

зi щiльнiстю
ρ(x1, x2, x3) = x2

3, (x1, x2, x3) ∈ S.

21.10. (I) Знайти центр ваги однорiдної поверхнi:

1) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

2) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, a ≤ x3 ≤ 1, a ∈ [−1, 1);

3) x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = ϕ; 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π;

4) 3x3 = 2(x1
√
x1 + x2

√
x2), x1 + x2 ≤ 1;

5) x2
1 = 2− 2x3, 0 ≤ x2 ≤ x1, x3 ≥ 0;

6) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x2

1 + x2
2 ≤ x1, x3 ≥ 0;

7) x3 =
√
x2

1 + x2
2, x

2
1 + x2

2 ≤ x1;

8) x3 =
√

1− x2
1 − x2

2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1.
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Заняття 22
Основнi поняття теорiї поля

Контрольнi запитання
1) Визначення градiєнта скалярного поля.
2) Визначення дивергенцiї, ротора, циркуляцiї та потоку векторного поля.
3) Векторний запис формул Гаусса – Остроградського та Стокса.

A 22

22.1. (C) Знайти градiєнт поля u(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + x1x2 +

+3x1 − 2x2 − 6x3, (x1, x2, x3)∈ R3, в точцi (2, 0, 1). В якiй точцi градiєнт
поля є нульовим вектором?

22.2. (O) Нехай ~a ∈ C(R3,R3) – векторне поле в R3, M ∈ R3, S – гладенька
замкнена поверхня, що оточує точку M i обмежує тiло об’ємом V, ~n(~x) –
зовнiшня нормаль до поверхнi S у точцi ~x ∈ S, d(S) = max{||~x − ~y|| |
~x, ~y ∈ S} – дiаметр поверхнi S. Довести, що

div~a(M) = lim
d(S)→0

1
V

∫
S

(~a, ~n) dσ.

22.3. (O) Знайти ротор векторного поля ~a(x1, x2, x3) = x2

x3

~i + x3

x1

~j + x1

x2

~k,

x1x2x3 6= 0, в точцi (1, 2,−2).

22.4. (O) Знайти потiк радiус-вектора ~r :
1) через зовнiшнiй бiк конiчної поверхнi x2

1 + x2
2 = x2

3, 0 ≤ x3 ≤ 1;
2) через зовнiшнiй бiк основи конуса

{(x1, x2, x3)| x2
1 + x2

2 ≤ x2
3, 0 ≤ x3 ≤ 1}.

22.5. (O) Знайти роботу радiус-вектора ~r уздовж вiдрiзка гвинтової лiнiї
{(a cos t, a sin t, bt) | 0 ≤ t ≤ 2π} ; a > 0, b > 0 – фiксованi сталi; крива
пробiгається в напрямку зростання параметра.

22.6. (C) Знайти роботу поля ~a(x1, x2, x3) = ex2−x3~i+ ex3−x1~j + ex1−x2~k,
(x1, x2, x3)∈ R3, уздовж прямолiнiйного вiдрiзка вiд точки (0, 0, 0) до точки
(1, 3, 5).

22.7. (O) Довести, що поле ~a(x1, x2, x3) = x2x3(2x1 +x2 +x3)~i+x3x1(x1 +
+2x2 + x3)~j + x1x2(x1 + x2 + 2x3)~k, (x1, x2, x3)∈ R3, є потенцiальним, i
знайти потенцiал цього поля.

67



22.8. (C) Знайти потенцiал гравiтацiйного поля

~a = − m

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3/2
(x1
~i+ x2

~j + x3
~k), (x1, x2, x3)∈ R3 \ {(0, 0, 0)},

що створюється масою m, розташованою в початку координат.

22.9. (Д) Знайти потiк векторного поля з попередньої задачi через зовнi-
шнiй бiк гладенької замкненої поверхнi, що оточує початок координат.

22.10. (Д) Нехай {ei, 1 ≤ i ≤ n} ⊂ R, {~ri, 1 ≤ i ≤ n} ⊂ R3, ρ – евклi-

дова метрика в R3. Знайти потiк вектора ~a(~r) =
n∑

i=1

grad
(
− ei

4πρ(~r, ~ri)

)
,

~r∈ R3 \ {~ri, i = 1, 2, . . . , n}, через зовнiшнiй бiк замкненої поверхнi S, що
обмежує тiло, яке мiстить точки ~ri, i = 1, 2, . . . , n.

B 22

22.11. (I) Знайти градiєнт скалярного поля u в точцi ~r0 :
1) u(x1, x2, x3) = x1x3 − x2

2, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (1,−3, 4);
2) u(x1, x2, x3) = x3

1+x3
2+x3

3+3x1x2x3, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (1,−1, 1);
3) u(x1, x2, x3) =

√
x2

1 + x2
2 + (x3 − 1)2, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (2, 1, 3);

4) u(x1, x2, x3) = x2

x2
1 + x2

2 + x2
3

, (x1, x2, x3)∈ R3\{(0, 0, 0)}, ~r0 = (2, 1, 1);

5) u(x1, x2, x3) = x2√
x2

1 + x2
2 + x2

3

, (x1, x2, x3)∈ R3 \ {(0, 0, 0)},

~r0 = (1, 2, 2);
6) u(x1, x2, x3) = ex2x3 sinx1, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (π, 2,−1);
7) u(x1, x2, x3) = arcsin x1

x1 + x2 + x3
, xi > 0, i = 1, 2, 3; ~r0 = (1, 1, 2);

8) u(x1, x2, x3) = xx2−x3
1 , x1 > 0; ~r0 = (2, 3, 4);

9) u(x1, x2, x3) = x1 arctg(x1x2x3), (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 =
(

1, 3, 1√
3

)
;

10) u(x1, x2, x3) = cos(x1x2) · sin(x1x3), (x1, x2, x3)∈ R3,

~r0 =
(√

π
2
,

√
π

2
,
√
π

)
.

22.12. (I) Знайти дивергенцiю векторного поля ~a в точцi ~r0 :
1) ~a(~r) = ~r, ~r∈ R3, ~r0 = (2, 2, 1);
2) ~a(~r) = ~r

‖~r‖ , ~r∈ R3 \ {~0}, ~r0 = (3, 1, 1);

3) ~a(x1, x2, x3) = x1
~i− x2

~j + x3
~k√

x2
1 + x2

2

, (x1, x2) 6= (0, 0), ~r0 = (3, 4, 5);

4) ~a(x1, x2, x3) = x1x2
~i+x2x3

~j+x3x1
~k, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (1,−3, π);

5) ~a(x1, x2, x3) = ex1+x2+x3(~i + ~j) + ln(1 + x2
1)~k, (x1, x2, x3)∈ R3,

~r0 = (1,−1, 1);
6) ~a(x1, x2, x3) = xx2

1
~i+ xx3

2
~j + xx1

3
~k, xi > 0, i = 1, 2, 3; ~r0 = (2, 3, 1);
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7) ~a(x1, x2, x3) =
√
x2

1 + x2
2
~i +

√
x2

2 − x2
3
~j +

√
x2

1 − x2
3
~k, |x1| ≥ |x2| ≥

≥ |x3|, ~r0 = (4, 3, 2);
8) ~a(x1, x2, x3) = sin(x1 + x2)~i + cos(x2 − x3)~j + tg(x1 − x3)~k,

|x1 − x3| < π
2
, ~r0 =

(
π, π

2
, 5π

6

)
;

9) ~a(x1, x2, x3) = x1

(1 + x1 + x2 + x3)2
(~i + ~j + ~k), x1 + x2 + x3 6= −1,

~r0 = (1, 2,−2);
10) ~a(x1, x2, x3) = x1−x2

1 + x2
3

(~i+~j)+ex1x2~k, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (1, 2,−3).

22.13. (I) Знайти ротор векторного поля ~a в точцi ~r0 :
1) ~a(~r) = ~r, ~r∈ R3, ~r0 = (2, 1, 2);
2) ~a(~r) = exp(||~r||2)~r, ~r∈ R3, ~r0 = (1,−2,−2);
3) ~a(x1, x2, x3) = x2

x1

~i+ x3

x2

~j + x1

x3

~k, x1x2x3 6= 0, ~r0 = (1, 1,−1);

4) ~a(x1, x2, x3) =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3(~i+ 2~j + 3~k), (x1, x2, x3)∈ R3,
~r0 = (5, 2, 3);

5) ~a(x1, x2, x3) = (x1x2 − x3)~i + (x2 + x3)~j − x2
~k, (x1, x2, x3)∈ R3,

~r0 = (1, 2,−1);
6) ~a(x1, x2, x3) = (x2

1 + x2
2)~i − x2x3

~j + x1x2x3
~k, (x1, x2, x3)∈ R3,

~r0 = (3, 2, 1);
7) ~a(x1, x2, x3) = (x3

1 + x1)~i− x1
~j + x3

~k, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (1, 1, 1);
8) ~a(x1, x2, x3) = (x1 +2x2)~i+2x3

2
~j+~k, (x1, x2, x3)∈ R3, ~r0 = (2,−1, 2);

9) ~a(x1, x2, x3) = (x2
1 + x2

3)~i+ |x2|~j + |x3|~k, (x1, x2, x3)∈ R3,
~r0 = (1,−1, 2);

10) ~a(x1, x2, x3) = |x1 − x2|~i + |x2 − x3|~j + |x3 − x1|~k, (x1, x2, x3)∈ R3,
~r0 = (1, 2, 3).

22.14. (I) Знайти потiк векторного поля ~a через зовнiшнiй бiк поверхнi S :
1) ~a(x1, x2, x3) = x2x3

~i + x3x1
~j + x1x2

~k, (x1, x2, x3)∈ R3, S – бiчна
поверхня цилiндра x2

1 + x2
2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1;

2) ~a з п.1), S – повна поверхня цилiндра x2
1 + x2

2 ≤ 4, 0 ≤ x3 ≤ 2;

3) ~a(~r) = ~r, ~r∈ R3, S =
{

(x1, x2, x3) | x3 = 1−
√
x2

1 + x2
2, x3 ≥ 0

}
;

4) ~a(x1, x2, x3) = x2
~i+ x3

~j + x1
~k, (x1, x2, x3)∈ R3, S – пiрамiда, обме-

жена площинами x1 + x2 + x3 = 1, xi = 0, i = 1, 2, 3;
5) ~a(x1, x2, x3) = x2

1
~i + x2

2
~j + x2

3
~k, (x1, x2, x3)∈ R3, S – бiчна поверхня

конуса x2
1 + x2

2 ≤ 4x2
3, 0 ≤ x3 ≤ 1;

6) ~a з п.5),S – повна поверхня конуса x2
1 + x2

2 ≤ x2
3, 0 ≤ x3 ≤ 1;

7) ~a(x1, x2, x3) = x3
1
~i+ x3

2
~j + x3

3
~k, (x1, x2, x3)∈ R3, S – повна поверхня

цилiндра x2
1 + x2

2 ≤ 1, −1 ≤ x3 ≤ 1;
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8) ~a(x1, x2, x3) = (x1 +x2 +x3)(~i+~j+~k), (x1, x2, x3)∈ R3, S – поверхня
куба [0, 1]3;

9) ~a(x1, x2, x3) = (x1 − x2)~i+ (x2 − x3)~j + (x3 − x1)~k, (x1, x2, x3)∈ R3,
S – поверхня пiрамiди, обмеженої площинами x1 + x2 + x3 = 2,
xi = 0, i = 1, 2, 3;

10) ~a(x1, x2, x3) = x1
~i+ x2

~j + x3
~k, (x1, x2, x3)∈ R3,

S = {(x1, x2, x3) | |x1|+ |x2|+ |x3| = 1} .
22.15. (I) Знайти циркуляцiю векторного поля ~a вздовж гладенької замкне-
ної кривої Γ :

1) ~a(x1, x2, x3) = −x2
~i+ x1

~j + 2~k, (x1, x2, x3)∈ R3,
Γ =

{
(x1, x2, x3) | x2

1 + x2
2 = 1, x3 = 0

}
, напрямок обходу – проти го-

динникової стрiлки, якщо дивитися з додатного напрямку осi Ox3;
2) ~a з п.1), Γ =

{
(x1, x2, x3) | (x1 − 2)2 + x2

2 = 1, x3 = 0
}
, напрямок об-

ходу – проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатного на-
прямку осi Ox3;

3) ~a(x1, x2, x3) = (−x2
~i+ x1

~j)(x2
1 + x2

2)
−1, (x1, x2) 6= (0, 0),

Γ ⊂ {(x1, x2, x3) | x1 > 0} ;
4) ~a з п.3); Γ = {(sin t, cos t, t(2π − t)) | 0 ≤ t ≤ 2π} , крива пробiгається

в напрямку зростання t;
5) ~a(x1, x2, x3) = 1

x2

~i + 1
x3

~j + 1
x1

~k, x1x2x3 6= 0, Γ – прямолiнiйний

вiдрiзок вiд точки (1, 1, 1) до точки (2, 4, 8);
6) ~a(x1, x2, x3) = (x2 +x3)~i+(2+x1)~j+(x1 +x2)~k, (x1, x2, x3)∈ R3, Γ –

менша дуга великого кола сфери x2
1+x2

2+x2
3 = 25 вiд точки A(3, 4, 0)

до точки B(0, 0, 5);
7) ~a(~r) = sin ||~r|| · ~r, ~r∈ R3, Γ – крива з початком у точцi (0, 0, 0) i з

кiнцем у точцi
(
π
2
, π
3
, π

)
;

8) ~a(~r) = − m
||~r||3~r, ~r∈ R3 \ {~0}, m > 0; Γ – крива з початком у точцi

(1, 2, 2) i кiнцем у точцi (0, 0, 1), що не проходить через точку (0, 0, 0);
9) ~a(x1, x2, x3) = x2x3(2x1 +x2 +x3)~i+x1x3(x1 +2x2 +x3)~j+x1x2(x1 +

+x2 + 2x3)~k, (x1, x2, x3)∈ R3,Γ – крива з початком у точцi (3, 5,−4)
i кiнцем у точцi (0, 1, 2).

22.16. (I) Переконатися в потенцiальностi поля
~a(x1, x2, x3) = 2

(x2 + x3)1/2
~i− x1

(x2 + x3)3/2
~j − x1

(x2 + x3)3/2
~k,

xi > 0, i = 1, 2, 3, i знайти роботу цього поля вздовж шляху, що лежить у
першому октантi й веде вiд точки A(1, 1, 3) до точки B(2, 4, 5).
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Заняття 23
Простiр R([a, b]) iз середньоквадратичною вiдстанню.
Скалярний добуток. Лiнiйна залежнiсть

Контрольнi запитання
1) Означення скалярного добутку в просторi R([a, b]).
2) Ортогональнiсть. Лiнiйна незалежнiсть функцiй.

A 23

23.1. (C) Нехай f ∈ R([0, 1]). За якої умови на функцiю f iснує таке a∈ R,
що для функцiї g(t) = 1 + at, t ∈ [0, 1], справджується рiвнiсть (f, g) = 0?
23.2. (C) Визначити спiввiдношення мiж α, β∈ R, при якому функцiї 1+αt,
1 + βt, t ∈ [0, 1], ортогональнi.
23.3. (C) За яких m,n∈ N функцiї sinnt, sinmt, t ∈ [0, 2π], ортогональнi
в R([0, 2π])?
23.4. (O) Довести, що функцiя f ∈ R([−1, 1]) ортогональна довiльному по-
лiному степеня не вище n у R([−1, 1]) тодi й лише тодi, коли f ортогональна
кожнiй з функцiй 1, t, t2, . . . , tn, t ∈ [−1, 1].
23.5. (O) Нехай f1, f2, . . . , fn – набiр лiнiйно незалежних функцiй у R([a, b]).
Довести, що det

(
(fi, fj)n

i,j=1

)
6= 0.

23.6. (C) Нехай f1, f2, . . . , fn – набiр лiнiйно незалежних функцiй у R([a, b]).
Довести, що для довiльних дiйсних чисел c1, . . . , cn iснує функцiя
f ∈ R([a, b]), для якої (f, fi) = ci, i = 1, 2, . . . , n.
23.7. (C) Довести, що функцiї 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cosnt, sinnt, . . . ,
t ∈ [0, 2π], попарно ортогональнi та мають вiдмiнну вiд нуля норму в прос-
торi R([0, 2π]). Вивести звiдси лiнiйну незалежнiсть цих функцiй.
23.8. (O) Для функцiй 1, t, t2, t ∈ [−1, 1], провести процес ортогоналiзацiї.

23.9. (Д) Довести лiнiйну незалежнiсть функцiй:
1) tα1 , tα2 , . . . , tαn , t ∈ [a, b], де αi ∈ (0,+∞), αi 6= αj , i 6= j, a > 0;
2) eα1t, eα2t, . . . , eαnt, t ∈ [a, b], де αi∈ R, αi 6= αj , i 6= j.

23.10. (Д) Чи є функцiї 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cosnt, sinnt, . . . ,
t∈ R, лiнiйно незалежними на вiдрiзку: а) [a, b] при b− a ≥ 2π; б) [0, π]?
23.11. (Д) Нехай функцiя f кусково-стала на [a, b] i

∀n ≥ 0 :
b∫

a

tnf(t) dt = 0.

Довести, що f дорiвнює нулю в усiх точках неперервностi.
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B 23

23.12. (I) За яких значень m,n∈ N наведенi функцiї є ортогональними:
1) cosnt, cosmt, t ∈ [0, π

2 ];
2) sinnt, sinmt, t ∈ [0, π

2 ];
3) sinnt, cosmt, t ∈ [0, π

2 ];

4) sinnt, sinmt, t ∈ [0, 3π];
5) cosnt, cosmt, t ∈ [0, 3π];
6) sinnt, cosmt, t ∈ [0, 3π] ?

23.13. (I) Визначити числа α, β∈ R так, щоб були ортогональними функцiї:
1) 1 + αt, βt2, t ∈ [0, 1];
2) αt, 1 + βt2, t ∈ [−1, 1];

3) αt, 1− βt3, t ∈ [0, 1];
4) αt+ t2, βt, t ∈ [0, 2].

23.14. (I) Довести, що функцiя f ∈ R([0, 2π]) ортогональна довiльному

тригонометричному полiному Tn = α0 +
n∑

j=1

(αj cos jt+βj sin jt), t ∈ [0, 2π],

αj , βj∈ R, 1 ≤ j ≤ n, тодi й лише тодi, коли f ортогональна кожнiй iз
функцiй 1, cos t, sin t, ..., cosnt, sinnt, t ∈ [0, 2π].
23.15. (I) Довести, що довiльний набiр ортогональних i нормованих функцiй
є набором лiнiйно незалежних функцiй.
23.16. (I) Нехай деякий полiном P (t) = a0 + a1t + . . . + amt

m, ai∈ R,

1 ≤ i ≤ m, задовольняє умову
b∫

a

P (t)tn dt = 0, n ≥ 0. Довести, що

P (t) = 0, t∈ R. Що можна стверджувати про полiном P, якщо умова ор-
тогональностi виконується для всiх n ≥ 2?
23.17. (I) Провести процес ортогоналiзацiї наведених функцiй:

1) 1, cos t, sin t, t ∈ [0, 3π];
2) 1, sin t, sin 2t, t ∈ [0, 3π];
3) 1, cos t, cos 2t, t ∈ [0, 3π];
4) 1, sin 2t, sin 3t, t ∈ [0, 3π];
5) 1, cos 2t, cos 3t, t ∈ [0, 3π];

6) 1, t, t2, t ∈ [0, 1];
7) 1, t, t2, t ∈ [0, 2];
8) t, t2, t3, t ∈ [0, 1];
9) t, t2, t3, t ∈ [0, 2];

10) 1, t2, t3, t ∈ [−1, 1].
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Заняття 24
Задача про найкраще середньоквадратичне
наближення. Повнi та замкненi в R([a, b]) послiдовностi
функцiй

Контрольнi запитання
1) Визначення повної системи функцiй.
2) Визначення замкненої системи функцiй.
3) Нерiвнiсть Бесселя i рiвнiсть Парсеваля.
4) Формула для розв’язку задачi про найкраще середньоквадратичне

наближення.

A 24

24.1. (O) Для функцiї f(t) = et, t ∈ [−1, 1] знайти α, β∈ R такi, щоб вiд-
стань ||f − g|| вiд функцiї f до функцiї g(t) = α + βt, t ∈ [−1, 1], була
найменшою. Задачу розв’язати двома способами:

1) безпосередньою мiнiмiзацiєю ||f − g||2 по α, β;
2) побудовою за парою функцiй f1(t) = 1, f2(t) = t, t ∈ [−1, 1], ортого-

нальної пари нормованих функцiй.

24.2. (C) Для функцiї f(t) =

0, 0 ≤ t < π,

1, π ≤ t ≤ 2π,
i заданого m∈ N визначи-

ти тригонометричний полiном Tm степеня не вище за m, який мiнiмiзує
вiдстань ||f − Tm||. Вказiвка. Послiдовнiсть

1√
2π
,
cos t√
π
,
sin t√
π
, ...,

cosnt√
π
,
sinnt√
π
, ..., t ∈ [0, 2π],

є ортонормованою.
24.3. (O) Довести повноту й замкненiсть у просторi R([a, b]) послiдовностi
1, t2, t4, ..., t2n, ..., t ∈ [a, b], a ≥ 0. Вказiвка. Використати повноту в R([c, d])
послiдовностi 1, t, t2, t3, ..., tn, ..., t ∈ [c, d].
24.4. (C) Довести повноту й замкненiсть у просторi R([0, π]) послiдовно-
стi 1, cos t, cos 2t, ..., cosnt, ..., t ∈ [0, π]. Вказiвка. Використати повноту в
R([0, 2π]) послiдовностi 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, ..., t ∈ [0, 2π].
24.5. (O) Довести повноту й замкненiсть у просторi R([0, 1]) послiдовностi
1, e−t, e−2t, ..., e−nt, ..., t ∈ [0, 1].
24.6. (C) Нехай {ϕn : n ≥ 1} – замкнена ортонормована послiдовнiсть у
R([a, b]) i для f ∈ R([a, b]) cn(f) = (f, ϕn), n ≥ 1. Довести узагальнену

рiвнiсть Парсеваля: (f, g) =
∞∑

n=1
cn(f)cn(g), f, g ∈ R([a, b]).
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B 24

24.7. (I) Нехай m∈ N – фiксоване. Для функцiї f : [a, b] → R визначи-
ти тригонометричний полiном T заданого вигляду, що мiнiмiзує вiдстань

||f − T || =

√
b∫

a

(f(t)− T (t))2dt :

1) f(t) = t, t ∈ [0, 2π]; T – тригонометричний полiном степеня не
вище m;

2) f(t) = π − t
2

, t ∈ [0, 2π]; T – тригонометричний полiном степеня не

вище m;

3) f(t) = t, t ∈ [0, π]; T (t) = α0 +
m∑

n=1
αn cosnt, t ∈ [0, π]; αi∈ R,

1 ≤ i ≤ m;

4) f(t) = t, t ∈ [0, π]; T (t) =
m∑

n=1
βn sinnt, t ∈ [0, π]; βi∈ R, 1 ≤ i ≤ m;

5) f(t) = t, t ∈ [0, 2π]; T (t) = α sin t+ β sin2 t, t ∈ [0, 2π]; α, β∈ R;
6) f(t) = t, t ∈ [0, 3π]; T (t) = α+β cos t+γ cos 2t, t ∈ [0, 3π]; α, β, γ∈ R.

Вказiвка. Переконатися, що функцiї ϕ1(t) = t, ϕ2(t) = cos t,
ϕ3(t) = cos 2t, t ∈ [0, 3π], попарно ортогональнi на [0, 3π];

7) f(t) = t, t ∈ [0, 3π]; T (t) = α sin t + β sin 2t, t ∈ [0, 3π]; α, β∈ R.
Вказiвка. Переконатися, що функцiї ϕ1(t) = sin t, ϕ2(t) = sin 2t,
t ∈ [0, 3π], ортогональнi на [0, 3π];

8) f(t) = t, t ∈ [0, 3π]; T (t) = α cos t + β cos 3t, t ∈ [0, 3π]; α, β∈ R.
Вказiвка. Переконатися, що функцiї ϕ1(t) = cos t, ϕ2(t) = cos 3t,
t ∈ [0, 3π], ортогональнi на [0, 3π].

24.8. (I) Довести повноту й замкненiсть наведеної послiдовностi функцiй:
1) sin t, sin 2t, sin 3t, ..., sinnt, ..., t ∈ [0, π], у просторi R([0, π]);
2) 1, cos 2t, sin 2t, cos 4t, sin 4t, ..., cos 2nt, sin 2nt, ..., t ∈

[
0, π

2
]
, у прос-

торi R
([

0, π
2
])

;

3) t3, t4, ..., t3+n, ..., t ∈ [a, b], у просторi R([a, b]), a > 0;
4) t3, t6, t9, ..., t3n, ..., t ∈ [1, 2], у просторi R([1, 2]);
5) 1, ln t, ln2 t, ln3 t, ..., lnn t, ..., t ∈ [e, e2], у просторi R([e, e2]).

24.9. (I) Довести, що послiдовнiсть функцiй не є повною:
1) 1, t2, t4, t6, ..., t2n, ..., t ∈ [−1, 1], у просторi R([−1, 1]);
2) t, t3, t5, ..., t2n+1, ..., t ∈ [−1, 1], у просторi R([−1, 1]);
3)∗1, cos t, sin t, ..., cosnt, sinnt, ..., t ∈ [0, 3π], у просторi R([0, 3π]).
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24.10. (O) Довести повноту й замкненiсть у просторi R([1, 2]) послiдовностi
функцiй 1, e−t2 , e−2t2 , ..., e−nt2 , ..., t ∈ [1, 2].
24.11. (I) Для замкненої (див. задачу 24.4) у R([0, π]) послiдовностi фун-
кцiй 1, cos t, cos 2t, ..., cosnt, ..., t ∈ [0, π], i заданої функцiї f записати рiв-
нiсть Парсеваля:

1) f(t) = t, t ∈ [0, π];
2) f(t) = sin t, t ∈ [0, π];

3) f(t) = sin 2t, t ∈ [0, π].

24.12. (I) Для замкненої (див. задачу 24.8 п. 1)) у R([0, π]) послiдовностi
функцiй sin t, sin 2t, ..., sinnt, ..., t ∈ [0, π], i заданої функцiї f записати
рiвнiсть Парсеваля:

1) f(t) = t, t ∈ [0, π];
2) f(t) = 1, t ∈ [0, π];

3) f(t) = cos t, t ∈ [0, π];
4) f(t) = cos 2t, t ∈ [0, π].

24.13. (I) Для замкненої (див. задачу 24.8 п. 2)) у R
([

0, π
2
])

послiдов-

ностi функцiй 1, cos 2t, sin 2t, cos 4t, sin 4t, ..., cos 2nt, sin 2nt, ..., t ∈
[
0, π

2
]
, i

заданої функцiї f записати рiвнiсть Парсеваля:
1) f(t) = t, t ∈

[
0, π

2
]
;

2) f(t) = sin t, t ∈
[
0, π

2
]
;

3) f(t) = cos t, t ∈
[
0, π

2
]
.
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Заняття 25
Розклад функцiї в ряд Фур’є. Збiжнiсть у точцi

Контрольнi запитання
1) Коефiцiєнти та ряд Фур’є за тригонометричною послiдовнiстю.
2) Рiвнiсть Парсеваля.
3) Ознаки збiжностi ряду Фур’є в точцi.

A 25

25.1. (O) Функцiю f, перiодичну з перiодом 2π, розкласти в ряд Фур’є й
визначити точки, в яких ряд збiгається до вiдповiдного значення функцiї f.
Записати рiвнiсть Парсеваля.

1) f(t) = sin2 t, t ∈ [0, 2π];

2) f(t) =

sgn t, t ∈ (−π, π),

0, t = π;
3) f(t) = t, t ∈ (−π, π];

4) f(t) =


π − t

2
, t ∈ (0, 2π),

0, t = 0;

5) f(t) = π2 − t2, t ∈ [−π, π].

25.2. (O) Розкласти функцiю f(t) = t2 у ряд вигляду:

1)
∞∑

n=0
αn cosnt, t ∈ [0, π], αn∈ R, n ≥ 0, на [0, π];

2)
∞∑

n=1
βn sinnt, t ∈ [0, π], βn∈ R, n ≥ 1, на [0, π];

3) α0
2 +

∞∑
n=1

(αn cosnt+βn sinnt), t ∈ [0, 2π), αn, βn∈ R, n ≥ 0, на [0, 2π).

В яких точках цi ряди збiгаються до вiдповiдних значень функцiї f? Запи-
сати для них рiвнiсть Парсеваля.

B 25

25.3. (I) Функцiю f, перiодичну з перiодом 2π, розкласти в ряд Фур’є й
визначити точки, в яких вiн збiгається до вiдповiдного значення функцiї f :

1) f(t) = |t|, t ∈ [−π, π];
2) f(t) = sgn(cos t), t ∈ [0, 2π];
3) f(t) = sgn(sin t), t ∈ [0, 2π];
4) f(t) = | sin t|, t ∈ [0, 2π];
5) f(t) = | cos t|, t ∈ [0, 2π];
6) f(t) = cos(t

√
2), t ∈ [0, 2π);

7) f(t) = sin(t
√

2), t ∈ [0, 2π);
8)∗f(t) = arcsin(sin t), t ∈ [0, 2π];

9)∗f(t) = arccos(cos t), t ∈ [0, 2π];

10) f(t) =

1, t ∈ (−π, 0),

3, t ∈ [0, π);

11) f(t) =

0, t ∈ [−π, 0),

t, t ∈ [0, π);
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12) f(t) =

t, t ∈ (−π, 0),

0, t ∈ [0, π];
13) f(t) =

1, t ∈ [−π, 0),

t, t ∈ [0, π).

25.4. (I) Розкласти функцiю f у ряд вигляду
∞∑

n=0
αn cosnt, t ∈ [0, π], αn∈ R,

n ≥ 0, i визначити точки, в яких цей ряд збiгається до вiдповiдного значен-
ня функцiї f :

1) f(t) = sin t, t ∈ [0, π];

2) f(t) =

t, t ∈ [0, π
2 ],

π − t, t ∈ [π
2 , π];

3) f(t) =

0, t ∈ [0, π
2 ],

t− π
2 , t ∈ (π

2 , π].

25.5. (I) Розкласти функцiю f у ряд вигляду
∞∑

n=1
βn sinnt, t ∈ [0, π], βn∈ R,

n ≥ 1, i визначити точки, в яких цей ряд збiгається до вiдповiдного значен-
ня функцiї f :

1) f(t) = cos t, t ∈ [0, π];

2) f(t) =

t, t ∈ [0, π
2 ],

π − t, t ∈ [π
2 , π];

3) f(t) =

0, t ∈ [0, π
2 ],

t− π
2 , t ∈ (π

2 , π].

25.6. (O) Нехай функцiя f перiодична з перiодом 2π i

f(t) =


t
π
, t ∈ [0, π],

−1, t ∈ (π, 2π).
Не виписуючи ряду Фур’є для f, знайти значення суми цього ряду в точках
tk = kπ, 0 ≤ k ≤ 3.
25.7. (I) Знайти суми тригонометричних рядiв для t∈ R:

1)
∞∑

n=1

sinnt
2n ;

2)
∞∑

n=1

cosnt
2n ;

3)
∞∑

n=1

sinnα sinnt
3n , α∈ R;

4)
∞∑

n=1

sin2 nt
2n ;

5)
∞∑

n=1

sin(2n− 1)t
e2n−1 ;

6)
∞∑

n=0

cosnt
n!

;

7)
∞∑

n=1

sinnt
n!

.

Вказiвка. Розглянути тригонометричнi ряди як дiйсну та уявну частини су-

ми степеневого ряду в комплекснiй площинi
∞∑

n=0
anz

n, де z = eit.

77



Заняття 26

Розклад функцiї в ряд Фур’є (продовження)

Контрольнi запитання

1) Коефiцiєнти та ряд Фур’є для функцiї з довiльним перiодом. Рiвнiсть
Парсеваля.

2) Теорема про почленне iнтегрування ряду Фур’є.
3) Теорема про почленне диференцiювання ряду Фур’є.

A 26

26.1. (C) Функцiю f, перiодичну з перiодом 2l, розкласти в ряд Фур’є й
визначити точки, в яких ряд збiгається до вiдповiдного значення функцiї f.
Записати рiвнiсть Парсеваля.

1) l > 0, f(t) =

1, t ∈ [0, l),

0, t ∈ [l, 2l);

2) l = 1
2
, f(t) = {t}, t∈ R (дробова частина числа t).

26.2. (O) Використовуючи розклад t = 2
∞∑

n=1
(−1)n+1 sinnt

n
, t ∈ (−π, π),

почленним iнтегруванням отримати розклад у ряд Фур’є функцiй:
1) f(t) = t2, t ∈ (−π, π); 2) f(t) = t3, t ∈ (−π, π).

26.3. (C) Нехай α ∈ [0, π). Записати рiвнiсть Парсеваля для функцiї f,

перiодичної з перiодом 2π i такої, що f(t) =

1, |t| < α,

0, α ≤ |t| ≤ π.
Використо-

вуючи цю рiвнiсть Парсеваля, знайти суми рядiв
∞∑

n=1

sin2 nα
n2 ,

∞∑
n=1

cos2 nα
n2 .

26.4. (O) Нехай α ∈ (−1, 1). Користуючись формулами cos t = 1
2
(z + z),

sin t = 1
2i

(z − z), де z = eit, z = e−it, t∈ R, отримати розклад у ряд Фур’є

функцiї

f(t) =
α sin t

1− 2α cos t+ α2
, t ∈ R.

26.5. (O) Нехай f – перiодична функцiя з перiодом 2π така, що

f(t) =

sin2 t, t ∈ [0, π],

0, t ∈ (π, 2π).
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Розкласти функцiю f у ряд Фур’є та застосувати до нього теорему про
почленне диференцiювання.
26.6. (Д) Нехай

f(t) =
∞∑

n=1

n3

n4 + 1
sinnt, t∈ R.

Довести, що f ∈ C(∞)((0, 2π)).
B 26

26.7. (I) Функцiю f, перiодичну з перiодом 2l, розкласти в ряд Фур’є. Ви-
значити точки, в яких ряд збiгається до вiдповiдного значення функцiї f, i
записати рiвнiсть Парсеваля:

1) l = 1, f(t) =

1, −1 ≤ t < 0,

t, 0 ≤ t ≤ 1;

2) l = 2, f(t) =

0, −2 ≤ t < 0,

2, 0 ≤ t < 2;

3) f(t) =

t, 0 ≤ t < l/2,

l − t, l/2 ≤ t ≤ l,
f – непарна функцiя;

4) f(t) =

0, 0 ≤ t ≤ l/2,

t− l/2, l/2 ≤ t ≤ l,
f – парна функцiя;

5) f(t) =

l/2− t, 0 ≤ t ≤ l/2,

0, l/2 < t ≤ l,
f – парна функцiя;

6) l = 2, f(t) = t
2
, 0 ≤ t ≤ 2, f – парна функцiя.

26.8. (O) Нехай f(t) =
∞∑

n=1

sinnt
n3

, t∈ R. Довести, що iснує f ′ ∈ C(R),

значення якої можуть бути отриманi почленним диференцiюванням ряду.

Довести, що для довiльного t∈ R\ {2πn | n∈ Z} : f ′′(t) = −
∞∑

n=1

sinnt
n

. За

допомогою формули для суми цього ряду визначити функцiю f.
26.9. (O) Нехай α ∈ (−1, 1). Користуючись формулами Ойлера

cos t =
1
2
(z + z), sin t =

1
2i

(z − z), t∈ R, де z = eit, z = e−it,

отримати розклад у ряд Фур’є функцiї f(t) =
1− α2

1− 2α cos t+ α2
, |α| < 1.
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Заняття 27
Iнтеграл Фур’є. Перетворення Фур’є

Контрольнi запитання
1) Iнтеграл Фур’є та умови його збiжностi.
2) Перетворення Фур’є.
3) Формула обернення для перетворення Фур’є.

A 27

27.1. (O) Зобразити iнтегралом Фур’є функцiю f. За яких значень t iнте-
грал Фур’є збiгається до вiдповiдного значення функцiї f :

1) f(t) =

sgn t, |t| ≤ 1,

0, |t| > 1;
2) f(t) =

sin t, |t| ≤ π,

0, |t| > π ?
27.2. (O) Знайти перетворення Фур’є функцiй:

1) f(t) = exp
(
− (t− a)2

2σ2

)
, t∈ R; a∈ R, σ > 0;

2) f(t) =

1, |t| ≤ a,

0, |t| > a;
a ≥ 0;

3) f(t) =

e−t, t ≥ 0,

0, t < 0;

4) f(t) = e−a|t|, t∈ R; a > 0;
5) f(t) = (1 + t2)−1, t∈ R.

27.3. (C) Функцiя f : R → R така, що
∞∫
−∞

(1 + t2)|f(t)| dt < +∞. Виразити

перетворення Фур’є функцiї t2f(t), t∈ R, через перетворення Фур’є функцiї f.

27.4. (C) Нехай f ∈ C(1)(R),
∞∫
−∞

|f ′(t)| dt < +∞; f(t) → 0, |t| → +∞.

Знайти зв’язок мiж перетвореннями Фур’є функцiй f i f ′.
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Вiдповiдi

1.1. 1) Збiгається рiвномiрно наM1, збiгається нерiвномiрно наM2; 2) збi-
гається рiвномiрно наM1, збiгається нерiвномiрно наM2. 1.5. 1) Збiгається
рiвномiрно; 2) збiгається рiвномiрно; 3) збiгається рiвномiрно.

2.5. ln b
a . 2.6. ln b

a . 2.7. 2 ln 2. 2.8. Нi. 2.16. 1) 1
2 ln b

a ; 2) π
2 ln a

b ; 3) π
4 ln a

b ;
4) 0; 5) π

2 ln b
a ; 6) 0; 7) 2 ln b

a ; 8) ln b
a ; 9) ln b

a ; 10) π
2 ln a

b .

3.1. 1) π
2 |α|; 2) π

2 |α|; 3)
√
απ; 4)

√
π
2 e

31/2; 5)
√
π(
√
β−

√
α). 3.2. π

2 sgnα.

3.3. π
2 e
−|α|. 3.4. I1 = I2 =

√
π

2
√

2
. 3.5. 1) π

4 ; 2)
√
π. 3.6.

√
π

2 exp(−α2

4 ).

3.7. 1) π
2 (|β| − |α|); 2) ln(1 + α); 3) α−(n+1)n!; 4) (2α)−n

√
π
α (2n− 1)!!;

5) 1
2 (ln(1+β2)− ln(1+α2)); 6) (−α−1)−n−1n!; 7) π|β|

2 −
√
πα; 8) 3

8πα|α|.
3.8. 1) 1

2

√
πe−2α; 2) 1

2 ln
∣∣∣α+β
α−β

∣∣∣ ; 3) π
2 ; 4) π

4 sgnα; 5) 3
8 ln α

β ; 6) 1
2 (3 ln δ−

− lnαβγ); 7) 3
4

4
√
π2e; 8) 1

2
4
√
π2e.

4.1. (2n−1)!!

2n+1

√
π. 4.2. 1) 1

αΓ
(

1
α

)
. 2) 1. 4.3. 3π

512 . 4.4. 1) π
8 ; 2) π

(
α sin π

α

)−1
.

4.5. 1) B(α, β), α > 0, β > 0; 2) π
(
|β| sin πα

β

)−1

, β 6= 0, 0 < α
β < 1.

4.8. a
nB
(

1
2 ,

1
2n

)
. 4.10. 1) β−1Γ

(
α+1

β

)
, α > −1; 2) Γ(α + 1), α > −1;

3) Γ(α−1), α > 1; 4) (ln 2)−α−1Γ(α+1), α > −1; 5) 1
3 (ln 3)−α−1Γ(α+1),

α > −1; 6) 1
2Γ(α+1

4 ), α > −1; 7) (2e)−1Γ(α + 1), α > −1; 8) Γ(α + 1),
α > −1; 9) 2Γ(2(α+1)), α > −1. 4.12. 1) 1

2Γ(α+1
2 )Γ(2− α+1

2 ), −1 < α < 3;
2) 2

2
α−1π(α3

2
α sin 2π

α )−1, α > 2; 3) (2α+1(α+1)(α+2))−1, α > −1; 4) (18×
×4α(α+1)(α+2)(α+3))−1, α > −1; 5) 1

16πa
4; 6) α−1B(α−1, β+1), α > 0;

7) α−1B(3α−1, β+1), α > 0; 8) 1
3B(α+1

3 , 2), α > −1; 9)
√
πΓ
(

1
4

)
Γ−1

(
3
4

)
;

10) . 4.13. 2
√

2π. 4.14. 1) π(2 cos πα
2 )−1, |α| < 1; 2) B(α+1

2 , 1
2 ), α > −1;

3) 1
2
√

2
B( 1

4 ,
1
2 ); 4) (1 − β2)−

α
2 B(α

2 ,
1
2 ), α > 0; 5) 3

4

√
π; 6) 1

3Γ( 2
3 ); 7) 3;

8) n!
2 ; 9) 2

3Γ( 9
4 ).

5.1. 1) d
dα

(
a−(α+1)Γ(α+ 1)

)
; 2) −π2 cos πα

sin2 πα
. 5.2. ln

√
2π. 5.4. παβ−1

2Γ(β) cos πβ
2

.

5.5. 1
π ln πe

2 . 5.6. 2a2

s Γ2( 1
s )Γ−1( 2

s ). 5.7. 1) 1
4Γ′( 1

2 ); 2) π
sin πα (ln 2−π ctg πα);

3) Γ′(1); 4) π3 1+cos2 πα
sin3 πα

; 5) 2π2

27 ; 6) 3π3

32
√

2
; 7) β−α−1(Γ′′(α+1)−2Γ′(α+1)×

× lnβ+Γ(α+1) ln2 β); 8) Γ′(α+1); 9) ln(tg πα
2 )− ln(tg πβ

2 ); 10) Γ′′′(α).

5.8. παβ−1

2Γ(β) sin πβ
2

. 5.9. 1) ∂
∂αB(α, β); 2) ∂

∂β B(α, β); 3) d
dαB(α+1

2 , 1
2 );

4) 1
2

d
dαB(α+1

2 , α+ 1
2 ); 5) 1

2
d

dαB( 1
2 ,

α+1
2 ); 6) ∂

∂αB(β−α, α); 7) ∂
∂α

(
aα−2β×

×B(β− α
2 ,

α
2 )
)
; 8) ∂2

∂α2 B(β− α
3 ,

α
3 ); 9) ∂2

∂α∂β B(α, β). 5.10. 1) 3π
8 ; 2) 3

√
2

4 ;
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3) 3
√

2
2 ; 4) 3465π

8192 ; 5) 8
3π . 5.11. 1)

∞∏
n=1

(
1− 4α2

(2n−1)2

)
; 2) πα

∞∏
n=1

1−α2n−2

1−4α2(2n−1)−2 .

5.12. 1) 9
√

3
2π2 ; 2) 3

√
6

π2 ; 3) − 6
√

2
25π2 .

6.4. a) 1
4 ; б) I∗ = 1

4 , I
∗ = 5

4 . 6.7. I∗ = 0, I∗ = 1. 6.8. 1) I∗ = I∗ = 1−cos 2
2 ;

2) I∗ = I∗ = 0; 3) I∗ = I∗ = (1−cos 2) sin 1; 4) I∗ = I∗ = 0; 5) I∗ = I∗ =
= (e− 1)(1− e−2); 6) I∗ = I∗ = 1

2 ; 7) I∗ = I∗ = 4
3 ; 8) I∗ = I∗ = 1

2 ln 3;
9) I∗ = I∗ = 2

√
2

3 ; 10) I∗ = I∗ = 3 ln 3
2 − 1.

7.1. 1) 4(1+2
√

2)
3 ; 2) cos 3− 3 cos 2 + 3 cos 1− 1; 3) 2

π ; 4) 13
3 + 2e(e− 1).

7.2. 1) m(A(n))= 1
2−

1
2n+1 , m(A(n))= 1

2 +7·2−(n+1)+2−2(n−1), m(∆A(n))=
= 2−(n−2) + 2−2(n−1); 2) m∗(A) = m∗(A) = m(A) = 1

2 . 7.4. m∗(A) = 0,
m∗(A) = 1, невимiрна. 7.6. Нi. Див. задачу 7.4 7.8. 1) 17

4 ; 2) 1
π ; 3) 8π

3 ;
4) ln 25

24 ; 5) ch 1−1
2 +sh 1; 6) f(1, 2)−f(−1, 2)−f(1,−2)+f(−1,−2); 7) 1

24 ;
8) 18; 9) 1

3 (3
√

3− 2
√

2)(sin 2− sin 1) + 3
4 ; 10) 1− 1

2n . 7.9. 1) 1
2 (1 + 4

x −
−(1+ 4

x ) exp(−x5)); 2) 1
2−

5
4x

2+(1+ 3
2x

2− 1
2x2 ) ln(1+x2); 3) 1

2 (x3−1)(1+

+2x)(1+2x+2x2); 4) 1
2 (1+(x−1)|x−1|); 5) 2x−1(1−e−x4

); 6) 3|x|(x+
+ 1) + 5

2 ; 7) 24
35x

5; 8) 2x3ex2
+ 3x5e−x3

+ x3(3x4 − 2x3 − 3x2 − 2)ex2−x3
;

9) 2
x (1 − cosx2); 10) xex(sinx + x

2 (sinx + cosx)). 7.10. 1) m(A(n)) = 2,
m(A(n)) = 2+3 ·2−n+1 +2−2(n+1), m(∆A(n)) = 3 ·2−n+1 +2−2(n+1), n ≥ 0,
m∗(A) = m∗(A) = m(A) = 2; 2) m(A(n)) = 4, m(A(n)) = 4 + 2−n+3 +
+2−2(n−1), m(∆A(n)) = 2−n+3 +2−2(n−1), n ≥ 0, m∗(A)=m∗(A)=m(A)=
= 4; 3) m(A(n)) = 22−n[2n

√
2], m(A(n)) = 2−2(n−1)(2n + 1)([2n

√
2] + 1),

m(∆A(n)) = 2−2(n−1)[2n
√

2]+ 2−n+2 +2−2(n−1), n ≥ 0, m∗(A) = m∗(A) =
= m(A) = 4

√
2; 4) m(A(n)) = 2−1−2−(n+1), m(A(n)) = 2−1 +7 ·2−(n+1) +

+ 2−2(n−1), m(∆A(n)) = (2n + 1)2−2(n−1), n ≥ 0, m∗(A)=m∗(A)=m(A)=
= 1

2 ; 5)m(A(n)) = 2(1−2−n), m(A(n)) = 2(1+2−n)(1+21−n), m(∆A(n)) =
= 5 · 2−n + 21−2n, n ≥ 0, m∗(A) = m∗(A) = m(A) = 2; 6) m(A(n)) = 1−
−2−n, m(A(n)) = 1+5·2−n+22(n−1), m(∆A(n)) = 3·2n−1+2−2(n−1), n ≥ 0,
m∗(A) = m∗(A) = m(A) = 1; 7) m(A(n)) = 2−1 − 2−(n+1), m(A(n)) =
2−1 +7 · 2−(n+1) +2−2(n−1), m(∆A(n)) = (2n +1)2−2(n−1), n ≥ 0, m∗(A) =
m∗(A) = m(A) = 1

2 ; 8) m(A(n)) = 2− 2−n+1, m(A(n)) = 2 +
+ 5 · 2−n+1 + 2−2n+3, m(∆A(n)) = 3 · 2−n+2 + 2−2n+3, n ≥ 0, m∗(A) =
= m∗(A) = m(A) = 2; 9) m(A(n)) = 2− 2−n, m(A(n)) = 2 + 7 · 2−n +
+ 2−2(n−1), m(∆A(n)) = 23−n + 2−2(n−1), n ≥ 0, m∗(A)=m∗(A)=m(A)=
= 2; 10) m(A(n)) = 0, m(A(n)) = m(∆A(n)) = 2−n+1 + 2−2(n−1), n ≥ 0,
m∗(A) = m∗(A) = m(A) = 0.

8.2. 1
6 . 8.5. 1) ( 15

8 − 2 ln 2)a2; 2) 2
√

2. 8.7. 2et(e − 2 + t). 8.11. 1) π;
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2) 4
15 ; 3) 3 ln 5

3 ; 4) 2; 5) 1
3 ; 6) πab; 7) 16

√
15

3 ; 8) 5; 9) π.

9.2. 88/105. 9.3. 1) 1
2 (ln 2− 5

8 ); 2) 1/364; 3) 1/48; 4) 4/3; 5) e.
9.5. 1) 5

6 ; 2) 3π−4
6 ; 3) π; 4) 17

12 − 2 ln 2; 5) 560
3 ; 6) 1

6 ; 7) 48
√

6
5 ; 8) 45.

9.6. 1) 0; 2) 1
3 ; 3) 0; 4) 7

192 ; 5) 2−
√

2
20 ; 6) 1

12 ; 7) π+4
√

2
32 ; 8) 1

12 ;
9) 3

4 − ln 2.

10.3. 1) 3
35 . 10.4. m(3m+1)

12 ; 10.5. am

m! . 10.6. 2
(2m+1)(m−1)!a

m+ 1
2 . 10.8. 1) 7

24 ;
2) 2π− 8

3 ; 3) π
8 −

1
6 ; 4) 32π

3 ; 5) 8; 6) 7
12 ; 7) 83

1890 ; 8) 4(4− 3 ln 3); 9) π
6 ;

10) 5π
6 . 10.9. 1) m

3 ; 2) 4m − 15
2 , m ≥ 2; 3) 0,m = 2k; 2m,m = 4k − 3;

−2m,m = 4k − 1; k ≥ 1; 4) 2m−1πm; 5) 2m−2(1 + 23

3 + 24

4 + . . .+ 2m+1

m+1 );

6) −1,m = 2k; 0,m = 2k+1; k ≥ 1; 7) m(e−1)2

e ; 8) 2πm−1(1+3−1 +5−1 +
+. . .+(2

[
m+1

2

]
−1)−1); 9) 2mπm−1(2 sin π

2 +3 sin π
3 +. . .+m sin π

m ), m ≥ 2;
10) 1

(2m)! .

11.4. −6π2. 11.5.
√

3− π
3 . 11.6. 2

3πR
2. 11.7. 1) 2

√
2
π

(
3Γ2( 3

4 ) + 1
3Γ2( 1

4 )
)
t2;

2) t
2π∫
0

f(t cosϕ, t sinϕ) dϕ. 11.11. 1) π
4 (2 ln 2−1); 2) π

4 sin 1; 3) 4π; 4) 8π
3 ;

5) 1
6π

2; 6) π3

128 ; 7) πe(e3− 1); 8) π
2 (1− cos 4); 9) 3π

8 ; 10) π(ch 9− ch 4).
11.12. 1) π

32 ; 2) π
512 ; 3) π

3 −
√

3
2 ; 4) π

4 ; 5) 2(arctg 2 − arcctg 2);
6) 4 arccos 1

4 −
π
3 +

√
3−
√

15
4 ; 7) 10π

3 − 4 arccos 1
4 −

√
3−
√

15
4 ; 8) π

4 −
1
2 ;

9) 1− π
4 ; 10) 4− π

2 .

12.1. 1) πab
4

(
a2

c2
+ b2

d2

)
; 2) ab

70 . 12.2. 1) ln 2
2 ; 2) 4

3 . 12.3. 1) 45π
32 ;

2) 32
3
√

π
Γ2
(

3
4

)
; 3) 9

2 . 12.4. 1) 1028π
9
√

3
+ 32

3 ; 2) 1
3 ; 3) 1

6 ; 4) 2
81 ; 5) 216

35 ;

6) 4
315 ; 7) 1

30 ; 8)
√

2
240 ; 9) B(10, 10); 10) 164π

9
√

3
+ 3. 12.5. 1) 1

8 ; 2) 217
120 ;

3) 381
128 ; 4) 35

24 −
8
√

6
9 + 3

√
2

2 ; 5) 11529
1600 ; 6) − 38

3 + 16
√

2
3 + 5

√
5

12 + 4
√

3; 7) 31
100 ;

8) 3069
5120 ; 9) 1

40

(
99+79

634

)
− 2

5 ; 10) 4 ln 2. 12.6. 1) 1
3 ; 2) 1

3 ; 3) 1
2 ; 4) 1

8 ;

5) 4
π2−1

; 6) 2; 7) 9
70 ; 8) 32

35 ; 9) 1
3 ; 10) 1

24 . 12.7. 1) π
2 ; 2) 16

9 ; 3) π
8 ;

4) π(1− e−4); 5) 2(π−2)
3π ; 6) π

8 ; 7) 4(2
√

2−1)πabc
3 ; 8) 3πab

8 ; 9) 2π
3 ; 10) 3

4 .

13.1. 1) π
10 ; 2) π

15 (2
√

2− 1). 13.2. 16π
3 ; 13.3. π. 13.4. 9

4 . 13.5. (0, 0, 3/2).
13.6. 1) π

21 ; 2) arctg 2−arcctg 2
2 ; 3) 2π; 4) 4πe

3 (e7−1); 5) 0; 6) 3π
8 ; 7) 1

12 ;

8)
(

1
6 −

π
256

)
(
√

6 + ln(
√

2 +
√

3)) + 9π
128

√
2
3 −

π
16

√
3
2 ; 9) π

16 (2
√

5−
√

2)+

+ ln(
√

5+2)(
√

2−1); 10) π
6 (cos 1−cos 8). 13.7. 1) π

8 ; 2) 6
√

3π
5 ; 3) 16

9 (3π+
+20−16

√
2); 4) 81π

32 ; 5) 27π
32 ; 6) 7π

6 ; 7) 8; 8) 512
75 ; 9) 5π

24 ; 10) π
(
8π
3 − 3

√
3
)
.
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13.8. 1) 2π; 2) π2

24 ; 3) π2

24
√

2
; 4) π(6

√
5 − 14 −

√
2(3 −

√
5)3/2); 5) 8π

5 ;
6) π

3B
(

1
4 ,

1
2

)
; 7) 1

15 ; 8) 1
120 ; 9) 7

3B
(

1
2 ,

3
4

)
; 10) 2. 13.9. 1)

(
0, 0, 3

8

)
;

2)
(

16
15π ,

16
15π ,

2
3

)
; 3)

(
0, 32

45π ,
8
3

)
; 4)

(
0, 0, 3

8

)
; 5)

(
4
3π ,

4
3π , 0

)
; 6)

(
0, 0,− 3

8

)
;

7)
(

8(2
√

2−
√

5)

15
√

10(arctg 2−π
4 )
, 8(

√
5−
√

2)

15
√

10(arctg 2−π
4 )
, 2

3

)
; 8) (0, 0, 1); 9)

(
4
√

2
3π , 4(2−

√
2)

3π , 0
)

;

10)
(

2
√

5
15(arctg 2−arcctg 2) ,

2
√

5
15(arctg 2−arcctg 2) , 1

)
.

14.1. α > 1. 14.2. α > 1, β > 1. 14.3. 1
(α−β)(β−1) , α > β > 1. 14.4. π

2 .

14.5. α < 1. 14.6. Збiгається. 14.7. 1) α > 3
2 ; 2) α < 3

2 . 14.10. 1
(1−α)(2−α) ,

α < 1. 14.11. 1) α > 1; 2) α + β < αβ; 3) α > 2; 4) α > 1; 5) α > 1;
6) α > 0; 7) α > 0; 8) α < −1; 9) α < −1; 10) α > 2. 14.12. 1) 1;
2) 2π; 3) π; 4) 2; 5) 1

2 ; 6) Γ(α+1); 7) π
αΓ( 1

α ); 8) 1
α+β+2B(α+1, β+1);

9) 1
α+β+2B(α+1, β+1); 10) π

4 B(α+1, β+1). 14.13. 1) π
4 ; 2) 0; 3) π

√
e;

4) 1
2π

4
√
e; 5) 0; 6) − 3π

4
√

2
e3/8; 7) π 4

√
e; 8) π; 9) 1

2π
3/2; 10) π√

10
e37/40.

14.14. 1) α + β > αβ; 2) α > −1; 3) α > − 3
2 ; 4) α < 1, β < 1,

γ < 1; 5) α ∈ R; 6) α > − 3
2 ; 7) α > − 3

2 ; 8) α > −3; 9) α > − 3
4 ;

10) α ∈ (0, 3−
√

6) ∪ (3 +
√

6,+∞).

15.1. 1) 0; 2) 2
3 ; 3) 2. 15.2. 1) − 14

15 ; 2) −2π; 3) −π; 4) −4. 15.3. −14.
15.4. mg(x3 − y3). 15.5. 1) 0; 2) 0; 3) − 9

4 ; 4) − 1
2 ; 5) 2π; 6) 4

3 ; 7) 0;
8) −2π; 9) 0; 10) 3

140 . 15.6. 1) 1; 2) 3
2 ; 3) 1

6 ; 4) − 1
2 ; 5) 0; 6) 13;

7) 0; 8) 3
√

3; 9) − 1
2 ; 10) 1− cos 1. 15.7. 1) 0; 2) −π

4 ; 3) 0; 4) 0; 5) 8;
6) 0; 7) − 1

3 ; 8) 0; 9)
√

3+1
2 π; 10) −2

√
2π. 15.8. 1) −F ; 2) −1; 3) −1;

4) π; 5) 0; 6) 4
3 ; 7) 17

12 ; 8) 0; 9) 0; 10) − 3
2 .

16.1. 1) 4π; 2) 0; 3) 0; 4) 4π; 5) 15
2 π. 16.2. 0. 16.3. 1) 0; 2)

(
∂Q
∂x1

− ∂P
∂x2

)
×

×dx1∧dx2; 3)
(

∂R
∂x2

− ∂Q
∂x3

)
dx2∧dx3+

(
∂P
∂x3

− ∂R
∂x1

)
dx3∧dx1+

(
∂Q
∂x1

− ∂P
∂x2

)
×

×dx1∧dx2; 4)
(

∂P
∂x1

+ ∂Q
∂x2

+ ∂R
∂x3

)
dx1∧dx2∧dx3. 16.4. 1) − 1

6 ; 2) 107
120 −

− 2 cos 1; 3) 0; 4) 0; 5) 0; 6) 32768
105 π; 7) 8π; 8) 4

15 ; 9) −π
2 ; 10) 0;

11) 7
6 ; 12) 1

2 ; 13) 1
2 ; 14) 5

4 ; 15) 0; 16) 12; 17) 4(e3 +e2 +e−3); 18) 9π
2 ;

19) π
24 ; 20) 4

3 ; 21) π
2 ; 22) 0; 23) 1

12 ; 24) − 7π
3 ; 25) 0; 26) 0; 27) 56π

3 ;
28) π

6 ; 29) − π
36 ; 30) 8

√
2−4

√
2π

3 .

17.1. 1) − 3
2 ; 2) 62; 3) e2 cos 3−1; 4) 0. 17.2. 1) z = x3

1
3 +x2

1x2−x2
2x1−

x3
2
3 ;

2) z = x2
x2
1
; 3) z = x1 cosx2; 4) z = x2

1+x2
2+x2

3
3 −2x1x2x3. 17.3. mg(x0

2−y0
2).

17.4. 1) 0; 2) (1 + x2) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3; 3)
(

∂Q
∂x1

− ∂P
∂x2

)
dx1 ∧ dx2;

4)
(

∂Q
∂x1

− ∂P
∂x2

)
dx1∧ dx2+

(
∂P
∂x3

− ∂R
∂x1

)
dx3∧ dx1+

(
∂R
∂x2

− ∂Q
∂x3

)
dx2∧ dx3;
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5)
(

∂P
∂x1

+ ∂Q
∂x2

+ ∂R
∂x3

)
dx1∧ dx2∧ dx3. 17.7. 1) 0; 2) − 20

3 ; 3) − 9
2 ; 4) −8;

5) −1; 6) 0; 7) 2e − 1; 8) ln 2
5 ; 9) −3; 10)

7∫
0

f(t)dt; 11) 79
12 ; 12) 8;

13) 1+
√

3
2 ; 14) −2; 15) 0; 16) 0; 17) 1−e2; 18) 24; 19) 0; 20) e+e−1−2.

17.8. 1) z=xx2
1 ; 2) z=− x2

x1+x2
; 3) z=2

√
x1x2; 4) z=x3

1 +x2
1x2; 5) z=

=tg(x1+x2); 6) z=x1 ln(x1+x2); 7) z=x4
1+ x2

1
2 −x1x2+ x2

2
2 ; 8) z=x2

1x2+
+3x3

2; 9) z = sin(x1 +x2)+cos(x1−x2); 10) z = ch(x1 +x2)+sh(x1−x2).
17.9. 1) − 3

2 ; 2) − 4m
5 ; 3) − 31m

8 ; 4) π2+1
2 ; 5) 0; 6) 0; 7) 0; 8) 0; 9) −4m;

10) −7m. 17.10. 1) (x2 cos(x1x2)−x1) dx1∧dx2; 2) ch(x1 +x2) dx1∧ dx2;
3) (x3−x1) dx1∧ dx3−x2 dx2∧ dx3; 4) − x3

1+x2
1x2

3
dx3∧ dx1−ex1+x2 dx1∧ dx2;

5) 3 dx1∧ dx2∧ dx3; 6) x1 dx1∧ dx2∧ dx3; 7) −x1 dx1∧ dx2∧ dx3; 8) 0;

9)
m∑

k=1

cosxk(−1)(k−1)(m−1) dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm.

18.1. 1) − 10
3 ; 2) −2πab; 3) 1−eπ

5 ; 4) π
2 ; 5) 1)0; 2)2π; 18.2. 1) πab; 2) 1

6 ;

3) ab
2n

Γ2( 1
n )

Γ( 2
n )
. 18.3. 1) 5π

4 ; 2) − 11
3 ; 3) 1; 4) 1

2 −
π
8 ; 5) − 64

3 ; 6) 22
3 ; 7) 0;

8) 3π
4 ; 9) − 41

12 ; 10) 0. 18.4. 1) π
4 ; 2) 0; 3) 8

3 ; 4) 4
3 −

π
2 ; 5) 2

3 ; 6) − 3π
8 ;

7) 6; 8) −e2 +1+e−e−1; 9) − 5
6 ; 10) 1

2 . 18.5. 1) 3π
8 ; 2) 1

3 + 4π
9
√

3
; 3) 1

35 ;

4) 1
4 + 3π√

2
; 5) 6π; 6) 1

6 ; 7) 2π; 8) 3
2 ; 9) 1; 10) ln(x0

1 + x0
2
2 ).

19.1. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 384
5 π. 19.2. 2π2a2b; 19.3. −

√
3π. 19.4. −3π.

19.5. 1) 2π; 2) − 3
2 ; 3) 4π; 4) 288

35 ; 5) 12π
5 ; 6) 16; 7) −π

2 ; 8) 1
4 ; 9) −2;

10) 1
7 + π

24 . 19.6. 1) 4
3πr

3; 2) 4
3π; 3) 2π; 4) 2

9 ; 5) 1
3πh

3; 6) hπr2;
7) 1

2πh
2; 8) π

3 (r− h)3(2r+ h); 9) 4
3πabc; 10) π

6 (8− 5
√

2). 19.7. 1) −6π;
2) 2πrR2; 3) − 9

√
3

2 ; 4) 3
4π; 5) π; 6) 0; 7) 0; 8) 3π; 9) π; 10) − 7π

6
√

3
;

11) 0; 12) 0; 13) 0; 14) 8π3

3 .

20.1. 1) 5; 2) π
√

2+π2

2 + ln
√

π2+2+π√
2

. 20.2. 1)
√
a2 + b2(2πa2 + 8π3b2

3 );

2) 25
√

19
64 − 9

√
2

64 − 17
256

√
2

ln 4
√

38+25
17 . 20.3. 16

√
2−8
3 . 20.4. 1) ( 4

3 ,
4
3 ); 2) ((5−

−5e−1)−1(2−2e−2 cos 1+e−2 sin 1) , (5−5e−1)−1(−1+e−2 cos 1+2e−2 sin 1),
1+e
2e ); 3) ( 2

5 ,
1
5 ,

1
2 ). 20.5. 1)

√
3(1− e−1); 2) x0

1 + 1
4 ln 1+x0

1
1−x0

1
; 3) 3

2 ; 4) 76
3 ;

5) 1525
6 ; 6) 5

3 ; 7) 19
4 ; 8) 2+ch 2; 9) 20

3 ; 10) 1+ln 3
2 . 20.6. 1) 1

3 + π
2 −

√
2;

2)
√

2
3 ; 3) 19

√
5+23

√
2

6 ; 4) π
4 + 5

6 ; 5)
√

2
6 ; 6) 16π2 − 2048

45 ; 7) 2π2 + 4π4;
8) 1

6 (ch2 t0 + sh2 t0)3/2 − 1
6 ; 9) 1; 10) 2e − 2 + πe

4 ; 11) 13
√

2
6 ; 12)

√
2

20 ;

13) 3
√

2
2 + 3

√
3; 14) 2

√
2; 15)

√
5

2 ; 16) 2π
3 ; 17) (2+t20)3/2−2

√
2

3 ; 18)
√

2;

85



19)
√

3
2 ; 20) 0. 20.7. 1) (e2+1)3/2−2

√
2

3 ; 2) b2

2 + ba2

2
√

a2−b2
arctg

√
a2−b2

b ;

3) 3
√

3−1
8 + 3

16 ln 2+
√

3√
3

; 4) 5
√

5−2
√

2
6 ; 5) π2

16 −
ln 2
2 . 20.8. 1) x1 = x2 =

= ( 7
16−

3
√

2
32 ln(

√
2−1))· (1− 1√

2
ln(
√

2−1))−1; 2) l = 1√
2
− 1

2 ln(
√

2−1), x1 =

= (
√

2
4 − 1

4 ln(
√

2−1))/l, x2 = (
√

2
32 −

5
32 ln(

√
2−1))/l; 3) (0, 1

2 (ch 1+ 1
sh 1 ));

4) ( r sin ϕ
ϕ , 0); 5) (0, 2

5 ).

21.1. 1) 2π
3 (
√

8−1); 2) 8a2 arcsin b
a . 21.2. 1) a(ϕ2−ϕ1)(b(θ2−θ1)+a(sin θ2−

−θ1)), 4π2ab; 2) π(
√

2+ln(1+
√

2)). 21.3. 1) πa3; 2) 3
2−

√
3

2 +(
√

3−1) ln 2;

3) πa4

2 sinα cos2 α. 21.4. 4
5

√
3π+ 2

15π. 21.5. 1) 4; 2) 3
√

2π
16 ; 3) π

√
2; 4) 2

√
3;

5) 2; 6) π
6 (ln(12 +

√
145) + 12

√
145); 7)

√
21
2 +

√
5

20 ln(2
√

5 +
√

21);
8) 5

√
5−1
12 arctg 1√

2
; 9) π√

2
; 10) 3π

√
2−π

√
3

4 + π
√

2
8 ln 5+2

√
6

2 . 21.6. 1) 4πR2;

2) R2(ϕ2−ϕ1)(sinψ2−sinψ1); 3) π
4 ; 4) 8; 5) 8; 6) 10

9 −
π
6 ; 7) π

3 (4
√

2−2);
8) π

3 (4
√

2−2); 9)
√

2π; 10) (16
√

2−8)(arcsin
√

35−
√

3
8 + π

2 −arcsin
√

35+
√

3
8 ).

21.7. 1) 60π; 2)
√

3
6 ; 3) 15π

√
2

4 ; 4) 2π; 5) 10
√

5
3 + 2

15 ; 6) 0; 7) 6
√

2;
8) 29

3 + 3
√

2; 9) 3
4 . 21.9. 1) π; 2) 4π

3 . 21.10. 1) ( 1
2 ,

1
2 ,

1
2 ); 2) (0, 0, 1+a

2 );
3) (0, 4

3
2
√

2−1
π(
√

2−ln(
√

2−1))
, π

2 ); 4) x1 = x2 = 11
√

2−4
14+14

√
2
, x3 = (384(1 +

√
2))−1 ×

× (244
√

2− 15 ln(3+2
√

2)− 30 ln(1+
√

2)); 5) x1 = 3
8

5
√

6+ln(
√

3−
√

2)

3
√

3−1
, x2 =

= x1
2 , x3 = 3(3

√
3−2)

5(3
√

3−1)
; 6) ( 2

3(π−2) , 0,
π

4(π−2) ); 7) ( 1
2 , 0,

16
9π ); 8) (

√
2

4 ,
√

2
4 ,

√
2+1
π ).

22.1. (7, 0, 0), (−2, 1, 1). 22.3. (− 5
4 ,−1,− 5

2 ). 22.4. 1) 0; 2) π. 22.5. 2π2b2.
22.6. −3e−2+ 3

4e
4+ 9

4 . 22.7. g = x1x2x3(x1+x2+x3). 22.8. g = m√
x2
1+x2

2+x2
3

.

22.9. −4πm. 22.10.
n∑

k=1

ek. 22.11. 1) (4, 6, 1); 2) (0, 6, 0); 3) ( 2
3 ,

1
3 ,

2
3 );

4) (− 1
9 ,

1
9 ,−

1
18 ); 5) (− 2

27 ,
5
27 ,−

4
27 ); 6) (−e−2, 0, 0); 7) (

√
15

20 ,−
√

15
60 ,−

√
15

60 );
8) (− 1

4 ,
ln 2
2 ,− ln 2

2 ); 9) (π
3 +

√
3

4 ,
√

3
12 ,

3
4 ); 10) (−

√
2π
4 ,−

√
2π
4 , 0). 22.12. 1) 3;

2) 2√
π
; 3) 32

125 ; 4) π−2; 5) 2e; 6) 15; 7) 4
5 + 3√

5
− 1√

3
; 8)

√
3

2 − 4
3 ; 9) − 1

2 ;

10) 0. 22.13. 1) (0, 0, 0); 2) (0, 0, 0); 3) (−1, 1,−1); 4) (0,− 6
√

38
19 , 4

√
38

19 );
5) (−2,−1,−1); 6) (5,−2,−4); 7) (0, 0,−1); 8) (0, 0,−2); 9) (0, 4, 0);
10) (−1, 1,−1). 22.14. 1) 0; 2) 0; 3) π; 4) 0; 5) − 4π

3 ; 6) 2π
3 ; 7) 5π;

8) 3; 9) 4; 10) 4. 22.15. 1) 2π; 2) 2π; 3) 0; 4) −2π; 5) 188
21 ln 2;

6) 5π − 20; 7) 7π
√

3
12 − 1

2 ; 8) 2m
3 ; 9) 240. 22.16. 1

3 .

23.1.
1∫
0

tf(t) dt 6=0, або
1∫
0

tf(t) dt=
1∫
0

f(t) dt=0. 23.2. 6+3(α+β)+2αβ = 0.
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23.3. m 6=n. 23.8. ( 1√
2
,
√

3
2 t,

3
4 t

2−
√

10
4 ). 23.10. а), б) Так. 23.12. 1) m− n

– парне, m 6= n; 2) m − n – парне, m 6= n; 3) m − n,m + n дiлять-
ся на 4; 4) m 6=n; 5) m 6=n; 6) m−n – парне. 23.13. 1) β= 0 або
α = − 4

3 ; 2) α, β ∈ R; 3) α = 0 або β = 5
2 ; 4) β = 0 або α = − 3

2 .

23.16. P (t) = 0, t∈ R. 23.17. 1) 1√
3π
,
√

2
3π cos t,

√
6π

3π2−8
(sin t− 2

3π );

2) 1√
3π
,
√

6π
3π2−8

(sin t − 2
3π ),

√
2
3π sin 2t; 3) 1√

3π
,
√

2
3π cos t,

√
2
3π cos 2t;

4) 1√
3π
,
√

2
3π sin 2t,

√
6π

3π2−8
(sin 3t− 2

9π ); 5) 1√
3π
,
√

2
3π cos 2t,

√
2
3π cos 3t;

6) 1,
√

3(2t− 1), 6
√

5t2− 6
√

5t+
√

5; 7) 1√
2
,
√

3
2 (t− 1), 3

√
10

4 t2− 3
√

10
2 t+

+
√

10
2 ; 8)

√
3t, 4

√
5t2− 3

√
5t, 15

√
7t3 +6

√
7t− 20

√
7t2; 9)

√
6

4 t,
√

10
2 t2−

− 3
√

10
4 t, 15

√
14

16 t3 − 5
√

14
2 t2 + 3

√
14

2 t; 10) 1√
2
, 3

√
10

4 t2 −
√

10
4 ,

√
14
2 t3.

24.1. α = sh 1, β = 3e−1. 24.2. Tm = 1
2 −

2√
π

p∑
k=1

sin(2k−1)t
2k−1 , p = [m+1

2 ].

24.7. 1) T (t) = π −
m∑

n=1

2
n sinnt; 2) T (t) =

m∑
n=1

sin nt
n ; 3) T (t) = π

2 +

+
m∑

n=1

2((−1)n−1)

n2π
cosnt; 4) T (t) =

m∑
n=1

2(−1)n+1

n sinnt; 5) T (t) = −2 sin t+

+ 4π
3 sin2 t; 6) T (t) = 3π

2 − 4
3π cos t; 7) T (t) = 2 sin t− sin 2t; 8) T (t) =

= − 4
3π cos t− 4

27π cos 3t. 24.11. 1) π3

3 = π3

4 +
∞∑

n=1

8
π(2n−1)4

; 2) π
2 = 4

π +

+
∞∑

n=1

8
π(4n2−1)2

; 3) π
2 =

∞∑
n=1

32
π((2n−1)2−4)2

. 24.12. 1) π3

3 = 2π
∞∑

n=1

1
n2 ;

2) π = 8
π

∞∑
n=1

1
(2n−1)2

; 3) π
2 =

∞∑
n=1

32n2

π(4n2−1)2
; 4) π

2 −
∞∑

n=1

8(2n−1)2

π((2n−1)2−4)2
.

24.13. 1) π3

24 = π3

32 + π
4

∞∑
n=1

1
n2 + 1

π

∞∑
n=1

1
(2n−1)4

; 2) π
4 = 2

π +
∞∑

n=1

(
4

π(4n2−1)2
+

+ 16n2

π(4n2−1)2

)
; 3) π

4 = 2
π +

∞∑
n=1

(
4

π(4n2−1)2
+ 16n2

π(4n2−1)2

)
.

25.1. 1) f(t) = 1
2−

cos 2t
2 , t∈ R; 3π

4 = π
2 + π

4 ; 2) f(t) =
∞∑

n=1

4 sin(2n−1)t
π(2n−1) , t∈ R;

2π =
∞∑

n=1

16
π(2n−1)2

3) f(t) =
∞∑

n=1

2(−1)n+1

n sinnt, t 6= π + 2πk, k∈ Z; 2π3

3 =

= 4π
∞∑

n=1

1
n2 4) f(t) =

∞∑
n=1

sin nt
n , t ∈ R; π3

6 =
∞∑

n=1

π
n2 ; 5) f(t) = 2π3

3 +

+
∞∑

n=1

4(−1)n+1

n2 cosnt, t∈ R; 16π5

15 = 8π5

9 +
∞∑

n=1
16πn4. 25.2. 1) t2 = π2

3 +
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+
∞∑

n=1

4(−1)n

n2 cosnt, t ∈ [0, π]; 2π5

5 = 2π5

9 +
∞∑

n=1

16π
n4 ; 2) t2 = −

∞∑
n=1

2
n3π

(2 +

+ 2(−1)n+1 + π2n2(−1)n) sinnt, t ∈ [0, π); 2π5

5 =
∞∑

n=1

4
n6π

(π2n2(−1)n +

+ 2 + 2(−1)n+1)2; 3) 4π2

3 +
∞∑

n=1
( 4

n2 cosnt− 4π
n sinnt), t ∈ (0, π); 32π5

5 =

= 32π5

9 +
∞∑

n=1
( 16π

n4 + 16π3

n2 ). 25.3. 1) π
2 −

∞∑
n=1

4
π(2n−1)2

cos(2n− 1)t, t∈ R;

2) −
∞∑

n=1

4(−1)n

π(2n−1) cos(2n−1)t, t∈ R; 3)
∞∑

n=1

4
π(2n−1) sin(2n−1)t, t∈ R; 4) 2

π−

−
∞∑

n=1

4
π(4n2−1)

cos 2nt, t∈ R; 5) 2
π−

∞∑
n=1

4(−1)n

(4n2−1)π
cos 2nt, t∈ R; 6) sin(2

√
2π)

2
√

2π
−

−
∞∑

n=1

(√
2 sin(2

√
2π)

(n2−2)π
cosnt− 2n sin2(

√
2π)

(n2−2)π
sinnt

)
, t 6= 2πk, k∈ Z; 7) sin2(

√
2π)√

2π
−

−
∞∑

n=1

(
2
√

2 sin2(
√

2π)

(n2−2)π
cosnt+ n sin2(2

√
2π)

(n2−2)π
sinnt

)
, t 6= 2πk, k∈ Z; 8) 4

π

∞∑
n=1

(−1)n×

× (2n− 1)−2 sin(2n− 1)t, t∈ R; 9) π
2 −

∞∑
n=1

4 cos(2n−1)t

(2n−1)2π
, t∈ R; 10) 2 +

+
∞∑

n=1

4 sin(2n−1)t
(2n−1)π , t 6= πk, k∈ Z; 11) π

4−
∞∑

n=1

2
(2n−1)2π

cos(2n−1)t−
∞∑

n=1

(−1)n

n ×

×sinnt, t 6= π+2πk, k∈ Z; 12) −π
4 +

∞∑
n=1

2
(2n−1)2π

cos(2n−1)t−
∞∑

n=1

(−1)n

n ×

× sinnt, t 6= π + 2πk, k∈ Z; 13) π
4 + 1

2 −
∞∑

n=1

2
(2n−1)2π

cos(2n− 1)t−

−
∞∑

n=1

1+(π−1)(−1)n

nπ sinnt, t 6= πk, k∈ Z. 25.4. 1) f(t) = 2
π −

4
π

∞∑
n=1

cos 2nt
4n2−1

,

t ∈ [0, π]; 2) f(t) = π
4 −

∞∑
n=1

2
(2n−1)2π

cos(4n− 2), t ∈ [0, π]; 3) f(t) =

= π
8−

∞∑
n=1

2(cos πn
2 −(−1)n)

πn2 cosnt, t∈ [0, π]. 25.5. 1) f(t)= 4
π

∞∑
n=1

n
4n2−1

sin 2nt,

t ∈ (0, π); 2) f(t) =
∞∑

n=1

4(−1)n

π(2n−1)2
sin(2n− 1)t, t ∈ [0, π]; 3) f(t) =

= −
∞∑

n=1

(−1)nπn+2 sin πn
2

πn2 sinnt, t ∈ [0, π). 25.6. f(0) = f(2π) = − 1
2 , f(π) =

= f(3π) = 0. 25.7. 1) 2 sin t
5−4 cos t ; 2) 1−2 cos t

4 cos t−5 ; 3) (6 sinα sin t)−1 (9 cos2 t−
− 3 cosα cos t+ 9 cos2 α+ 16); 4) 5 cos2 t−6

8 cos2 t−9
; 5) e(1+e2) sin t

(e2+1−2e cos t)(e2+1+2e cos t)
;

6) ecos t cos(sin t); 7) ecos t sin(sin t).

26.1. 1) f(t) = 1
2+

∞∑
n=1

2
(2n−1)π sin (2n−1)πt

l , t 6= kl, k∈ Z; l = 4l
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2

+
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+ l
2 ; 2) f(t) = 1

2 −
∞∑

n=1

sin 2πnt
πn , t 6= k, 1

3 = 1
4 +

∞∑
n=1

12π2n2. 26.2. 1) f(t) =

= π2

3 + 4
∞∑

n=1
(−1)n cos nt

n2 ; 2) f(t) =
∞∑

n=1
(−1)n( 24

n3 − π2

4n ) sinnt. 26.3. απ−α2

2 ,

π2

6 − απ−α2

2 . 26.4.
∞∑

n=1
αn sinnt. 26.5. f(t) = −

∞∑
n=1

2 sin(2n−1)t
π(2n−1)(2n+1)(2n−3)−

− 1
8 cos 2t, f ′(t) = 1

4 sin 2t−
∞∑

n=1

2
π(2n+1)(2n−3) cos(2n− 1)t. 26.7. 1) f(t) =

= 3
4−

∞∑
n=1

2
π2(2n−1)2

cosπ(2n−1)t−
∞∑

n=1

sin πnt
πn , t 6= 2k, k∈ Z; 4

3 =
∞∑

n=1

4
π4(2n−1)2

+

+
∞∑

n=1

1
π2n2 + 9

8 ; 2) f(t) = 1+
∞∑

n=1

4
π(2n−1) sin πt

2 (2n−1), t 6= 2k, k∈ Z; 8 = 4+

+
∞∑

n=1

32
π2(2n−1)2

; 3) f(t)=
∞∑

n=1

4l(−1)n+1

π2(2n−1)2
sin πt(2n−1)

l , t∈ R; l3

6 =
∞∑

n=1

16l3

π4(2n−1)4
;

4) f(t) = l
4 +

∞∑
n=1

(−1)nl
π(2n−1) cos πt(2n−1)

l −
∞∑

n=1

l(2(−1)n+1πn−2 sin πn
2 +πn cos πn

2 )

π2n2 ×

× sin πnt
l , t 6= l+2kl, k∈ Z; 5l3

6 = l3

8 +
∞∑

n=1

l3

π2(2n−1)2
+
∞∑

n=1

l3

π4n4 (2(−1)n+1πn−

− 2 sin πn
2 +πn cos πn

2 )2; 5) f(t) = l
4 +

∞∑
n=1

(−1)n+1

π(2n−1) cos πt(2n−1)
l +

∞∑
n=1

l
π2n2×

×(πn cos πn
2 − 2 sin πn

2 ) sin π(2n−1)t
l , t∈ R; l3

3 = l3

8 +
∞∑

n=1

l3

π2n2 +
∞∑

n=1

l3

π4n4×

×(πn cos πn
2 −2 sin πn

2 )2; 6) 1
2 −

∞∑
n=1

4
π2(2n−1)2

cos πt
2 (2n−1), t∈ R; 4

3 = 1+

+
∞∑

n=1

32
π4(2n−1)4

. 26.8. f(t) = t3

12−
πt2

4 +π2t
6 , t ∈ (0, 2π). 26.9. 1+2

∞∑
n=1

αn cosnt.

27.1. 1) f(x) = 1
π

+∞∫
0

2−2 cos λ
λ sinλx dλ, |x| 6= 1; 2) f(x) = 1

π

+∞∫
0

2 sin λπ
1−λ2 ×

× sinλx dλ, x∈ R. 27.2. 1) f̂(λ) =
√

2πσeiλa−σ2λ2

2 ; 2) f̂(λ) = 2 sin aλ
λ ;

3) f̂(λ) = 1
1−iλ ; 4) f̂(λ) = 2a

a2+λ2 ; 5) f̂(λ) = πe−|λ|. 27.3. ̂t2f(t) (λ) =

= −f̂ ′′(λ). 27.4. f̂ ′ (λ) = −λif̂(λ).
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Програма курсу
Невласнi iнтеграли, що залежать вiд параметра

Означення рiвномiрно збiжного невласного iнтеграла по необмежено-
му промiжку. Приклади: iнтеграл вiд степеневої функцiї, iнтеграл Дiрiхле.
Критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi. Означення рiвномiрно збiжного не-
власного iнтеграла вiд необмеженої функцiї. Приклад: iнтеграл вiд степене-
вої функцiї. Ознаки Вейєрштрасса, Дiрiхле та Абеля рiвномiрної збiжно-
стi невласних iнтегралiв. Приклади застосування. Теореми про неперерв-
нiсть i про граничний перехiд пiд знаком невласного iнтеграла. Теорема
про iнтегрування за параметром по вiдрiзку. Приклад: обчислення iнте-
грала Фрулланi. Теорема про диференцiювання за параметром. Приклад:
обчислення iнтеграла Дiрiхле. Теорема про iнтегрування по необмежено-
му промiжку. Приклад: обчислення iнтеграла Ойлера – Пуассона. Означен-
ня Γ-функцiї, ї ї елементарнi властивостi, графiк. Означення логарифмiчно
опуклої функцiї. Логарифмiчна опуклiсть Г-функцiї. Основна теорема про
Γ-функцiю. Основнi формули для Γ-функцiї: формула Ойлера, зображення
Вейєрштрасса, формула подвоєння Лежандра, формула доповнення (фун-
кцiональне рiвняння Ойлера); розклад синуса в нескiнченний добуток. Те-
орема про формулу Стiрлiнга. Означення B-функцiї Ойлера, ї ї елементарнi
властивостi, зв’язок iз Γ-функцiєю.

Кратнi iнтеграли

Означення бруса, його дiаметра, мiри. Розбиття бруса, дiаметр розби-
ття. Суми Дарбу, iнтегральнi суми та їх властивостi. Верхнiй та нижнiй
iнтеграли, означення iнтегровної функцiї та iнтеграла по брусу. Iнтеграл вiд
неперервної функцiї по брусу: iнтегровнiсть неперервної функцiї по брусу,
iнтеграл як границя iнтегральних сум. Властивостi iнтеграла вiд неперерв-
ної функцiї по брусу: iнтеграл вiд константи, лiнiйнiсть, адитивнiсть, теоре-
ма про середнє значення, iнтегрування нерiвностей. Обчислення iнтеграла
вiд неперервної функцiї по брусу повторним iнтегруванням. Наслiдки. Роз-
биття простору Rm, його елементарнi властивостi. Означення вимiрної за
Жорданом множини та її мiри Жордана. Критерiй вимiрностi. Властивостi
вимiрних за Жорданом множин та мiри Жордана. Означення кратного iн-
теграла по вимiрнiй множинi. Властивостi: iнтеграл вiд константи, лiнiй-
нiсть, адитивнiсть, iнтегрування нерiвностей. Означення цилiндричної мно-
жини. Теорема про вимiрнiсть цилiндричних множин. Обчислення кратного
iнтеграла по цилiндричнiй множинi: лема про неперервнiсть функцiї g, теоре-
ма про обчислення, наслiдок. Означення вiдображення спецiального вигля-
ду. Теорема про вимiрнiсть образу при вiдображеннi спецiального вигляду.
Формула замiни змiнних при вiдображеннi спецiального вигляду. Локаль-
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не зведення загального вiдображення до суперпозицiї вiдображень спецi-
ального вигляду. Лема про образи множин без спiльних внутрiшнiх точок.
Загальна формула замiни змiнних у кратному iнтегралi. Наслiдки. Форму-
ла переходу до полярних координат при порушеннi умов загальної теореми
на деякiй множинi нульової мiри. Означення невласного кратного iнтеграла
вiд необмеженої функцiї. Приклад: iнтеграл вiд степеневої функцiї. Головне
значення розбiжного невласного iнтеграла. Критерiй збiжностi невласного
кратного iнтеграла вiд невiд’ємної функцiї. Означення невласного кратного
iнтеграла по необмеженiй множинi. Приклад: iнтеграл вiд степеневої фун-
кцiї. Обчислення iнтеграла Ойлера – Пуассона.

Iнтеграли по многовидах. Теорема Стокса

Означення регулярного вiдображення, припустимого координатного прос-
тору для множини. Орiєнтацiя простору, множини. Приклади. Означен-
ня диференцiальної форми степеня m у просторi Rm, iнша форма запи-
су формули замiни змiнних у кратному iнтегралi. Формальнi властивостi
диференцiальних форм. Означення многовиду, параметричне зображення,
орiєнтацiя многовиду. Приклади: орiєнтованi крива та поверхня. Означен-
ня диференцiальної форми степеня p у просторi Rm, канонiчний запис
диференцiальної форми, дiї з диференцiальними формами. Означення iн-
теграла вiд диференцiальної форми степеня p по орiєнтованому многовиду
вимiрностi p у просторi Rm, частковi випадки. Означення криволiнiйного
iнтеграла другого роду. Криволiнiйний iнтеграл другого роду як границя
iнтегральних сум. Фiзична iнтерпретацiя криволiнiйного iнтеграла друго-
го роду. Означення поверхневого iнтеграла другого роду. Означення зов-
нiшнього диференцiала диференцiальної форми, приклади. Теорема Пуан-
каре. Орiєнтацiя границi множини, що складається зi скiнченного набору
брусiв. Формула Стокса для множини, що складається зi скiнченного набо-
ру брусiв. Загальна формула Стокса. Частковi випадки загальної формули
Стокса: формула Ньютона – Лейбнiца, формула Грiна, формула Остроград-
ського – Гаусса, класична формула Стокса. Означення точної та замкне-
ної диференцiальних форм. Приклади замкнених диференцiальних форм.
Властивостi iнтеграла другого роду вiд точної форми. Означення однозв’я-
зної множини в Rm. Властивостi iнтеграла вiд замкненої форми по замкне-
нiй кривiй в однозв’язнiй множинi. Наслiдки. Необхiднi й достатнi умови
того, щоб диференцiальна форма була точною.

Означення мiри на пiдмножинах гiперплощини в Rm. Означення мiри
на многовидi, iнтеграла першого роду по многовиду. Означення довжини
дуги, криволiнiйного iнтеграла першого роду. Криволiнiйний iнтеграл пер-
шого роду як границя iнтегральних сум, фiзична iнтерпретацiя цього iн-
теграла. Означення площi поверхнi, поверхневого iнтеграла першого роду.
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Поверхневий iнтеграл першого роду як границя iнтегральних сум, фiзична
iнтерпретацiя цього iнтеграла. Зв’язок мiж iнтегралами першого та друго-
го роду; зв’язок мiж криволiнiйними iнтегралами першого та другого роду,
мiж поверхневими iнтегралами першого та другого роду. Поняття градi-
єнта, дивергенцiї, ротора, потоку, циркуляцiї. Формули Остроградського –
Гаусса та Стокса у векторнiй формi. Безкоординатнi означення дивергенцiї
та ротора.

Ряди та iнтеграл Фур’є

Простiр R([a, b]) зi скалярним добутком. Означення норми; поняття
ортогональностi, нормованостi, лiнiйної незалежностi. Ортогональнiсть три-
гонометричної послiдовностi. Лiнiйна незалежнiсть степеневої послiдовно-
стi. Задача про найкраще середньоквадратичне наближення. Означення
коефiцiєнтiв Фур’є та ряду Фур’є за ортонормованою системою. Власти-
востi коефiцiєнтiв Фур’є. Означення замкненої системи. Замкненiсть степе-
невої та тригонометричної послiдовностей. Середньоквадратична збiжнiсть
ряду Фур’є за замкненою системою, рiвнiсть Парсеваля. Означення пов-
ної системи. Повнота замкненої системи. Ряд Фур’є за тригонометричною
системою. Властивостi коефiцiєнтiв Фур’є. Лема Рiмана. Iнтегральне зо-
браження часткових сум ряду Фур’є за тригонометричною системою. Ядро
Дiрiхле та його властивостi. Необхiднi й достатнi умови збiжностi в точцi
ряду Фур’є за тригонометричною системою. Принцип локалiзацiї Рiмана.
Ознаки Дiнi, Лiпшиця збiжностi в точцi ряду Фур’є за тригонометричною
системою. Наслiдки з них. Ядро Фейєра та його властивостi. Iнтегральне
зображення середнiх за Чезаро часткових сум ряду Фур’є. Теорема Фейєра
та теореми Вейєрштрасса як наслiдки з неї. Рiвномiрно збiжнi тригоно-
метричнi ряди. Зв’язок мiж коефiцiєнтами Фур’є функцiї та її похiдних.
Рiвномiрна збiжнiсть та почленна диференцiйовнiсть ряду Фур’є. Почленне
iнтегрування ряду Фур’є. Ряд Фур’є для функцiї з довiльним перiодом за
модифiкованою тригонометричною системою. Iнтеграл Фур’є та iнтеграль-
на формула Фур’є. Ознаки Дiнi та Лiпшиця збiжностi iнтеграла Фур’є в
точцi. Наслiдок. Означення перетворення Фур’є; формула обернення. Вла-
стивостi перетворення Фур’є. Приклад застосування перетворення Фур’є
(розв’язання рiвняння теплопровiдностi).
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