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Âñòóï

Ðiìàíîâà ãåîìåòðiÿ íàëåæèòü äî êëàñè÷íèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, àëå öå íå

çàâàæà¹ ¨é ïðîäîâæóâàòè óñïiøíî ðîçâèâàòèñÿ i çàðàç. Òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ãåîìå-

òði¹þ, òåîði¹þ ãðóï, òîïîëîãi¹þ, iíòåãðàëüíîþ ãåîìåòði¹þ òà iíøèìè ðîçäiëàìè

ìàòåìàòèêè, âiäïîâiäàþ÷è íà ïèòàííÿ, ùî ñòàâèòü òåîðiÿ âiäíîñíîñòi òà ìåõàíiêà,

ðiìàíîâà ãåîìåòðiÿ íå ïåðåñòà¹ ïðèâåðòàòè óâàãó äîñëiäíèêiâ i ñüîãîäíi.

Ðiìàíîâó ãåîìåòðiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨

ãåîìåòði¨ ïîâåðõîíü ó òðèâèìiðíèõ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ. Ïðè öüîìó ïåðøà êâà-

äðàòè÷íà ôîðìà ïîâåðõíi ¹ îäíi¹þ ç ìîæëèâèõ ðiìàíîâèõ àáî, áiëüø çàãàëüíî,

ïñåâäîðiìàíîâèõ ñòðóêòóð íà ìíîãîâèäi. Öi ñòðóêòóðè çàäàþòüñÿ ñèìåòðè÷íè-

ìè äîäàòíîâèçíà÷åíèìè òà íåâèðîäæåíèìè áiëiíiéíèìè ôîðìàìè, âiäïîâiäíî. Çà-

ñòîñóâàííÿ ñïåöiàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, íàïðèêëàä ïiâãåîäåçè÷íî¨, ¹ îäíèì ç

îñíîâíèõ ìåòîäiâ â òåîði¨ ïîâåðõîíü, ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ îñíîâíi ôîðìóëè i äîçâî-

ëÿ¹ îïèñóâàòè ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ïîâåðõîíü. Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà îïèñó

ìîæëèâèõ ïðåçåíòàöié ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó â ñïåöi-

àëüíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðè÷îìó, íàñ íå öiêàâèòü ñàìà ñèñòåìà êîîðäèíàò, à

ëèøå âèä ìåòðèêè i òåíçîðíi îçíàêè, òîãî ùîá ìåòðè÷íèé òåíçîð ìàâ òàêèé âèãëÿä.

Ðåçóëüòàòè ñó÷àñíèõ äîñëiäæåíü ïðîïîíó¹òüñÿ çàñòîñóâàòè äî ìåòðèê êëàñè÷íèõ

ïðîñòîðiâ.

Â êiíöi êîæíîãî ðîçäiëó ïðèâîäÿòüñÿ âïðàâè, ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ äîïîìîæå îâî-

ëîäiòè ïðåäìåòîì.
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� 1. Îñíîâíi ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè òà ïñåâäîðiìàíîâi

ïðîñòîðè

Ïñåâäîðiìàíîâèì ïðîñòîðîì Vn íàçèâàþòü äiéñíèé äèôåðåíöiéîâàíèé ìíîãî-

âèä Xn êëàñó C
r, â ÿêîìó iñíó¹ ïîëå äâi÷i êîâàðiàíòíîãî ñèìåòðè÷íîãî íåîñîáëè-

âîãî òåíçîðó gij, ÿêèé íàçèâàþòü ìåòðè÷íèì òåíçîðîì ïðîñòîðó.

Â êîæíié ëîêàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò Xn éîãî êîìïîíåíòè öå ôóíêöi¨ êëà-

ñó Cr−1 âiä êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn äåÿêî¨ òî÷êè M ∈ Xn. Ìåòðè÷íèé òåíçîð

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

gij(x
1, x2, . . . , xn) = gji(x

1, x2, . . . , xn) (1.1)

g = det |gij(x)| 6= 0, (1.2)

Òóò i äàëi i, j = 1, 2, . . . , n

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà

I = gαβdx
αdxβ, (1.3)

íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíîþ ìåòðè÷íîþ ôîðìîþ ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó.

Íàãàäà¹ìî, ùî çà îäíîiìåííèìè iíäåêñàìè äi¹ ïðàâèëî Åéíøòåéíà ïðî ñóìó-

âàííÿ (çíàê ñóìè íå ïèøåòüñÿ).

Äëÿ ìàòðèöi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij âèçíà÷àþòü îáåðíåíó ìàòðèöþ, ÿêó ïîçíà-

÷àþòü gij:

gαig
αj = δji . (1.4)

Òóò δji � ñèìâîëè Êðîíåêåðà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòðè÷íèé òåíçîð gij âèçíà÷àþòü:

ñèìâîëè Õðèñòîôåëÿ I ðîäó

Γijk(x) =
1

2

(
∂gik(x)

∂xj
+
∂gjk(x)

∂xi
− ∂gij(x)

∂xk

)
, (1.5)

ñèìâîëè Õðèñòîôåëÿ II ðîäó

Γhij(x) = Γijα(x)gαh(x), (1.6)

òåíçîð Ðiìàíà

Rh
ijk = ∂jΓ

h
ik(x) + Γαik(x)Γhjα(x)− ∂kΓhij(x)− Γαij(x)Γhkα(x), (1.7)

òåíçîð êðèâèíè

Rhijk(x) = ghαR
α
· ijk, (1.8)
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òåíçîð Ði÷÷i

Rij(x) = Rα
· ijα(x), (1.9)

ñêàëÿðíó êðèâèíó

R(x) = gαβ(x)Rαβ(x). (1.10)

Òóò i äàëi h, k = 1, 2, . . . , n.

Îá'¹êòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ìåòðè÷íèé òåíçîð íàçèâàþòü âíóòðiøíiìè

îá'¹êòàìè, à ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi, ÿêi îòðèìóþòü ïðè âèâ÷åíi öèõ îá'¹êòiâ,

âíóòðiøíüîþ ãåîìåòði¹þ ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn.

Äëÿ âèâ÷åííÿ âíóòðiøíüî¨ ãåîìåòði¨ âèêîðèñòîâóþòü ñëiäóþ÷i áiëüø ñêëàäíi

òåíçîðè:

òåíçîð êîíöèðêóëÿðíî¨ êðèâèíè

Zh
· ijk = Rh

· ijk −
R

n(n− 1)
(gijδ

h
k − gikδhj ), (1.11)

òåíçîð ïðîåêòèâíî¨ êðèâèíè

W h
· ijk = Rh

· ijk −
1

n− 1
(Rijδ

h
k −Rikδ

h
j ), (1.12)

òåíçîð êîíôîðìíî¨ êðèâèíè

Ch
· ijk = Rh

· ijk + δhj Pik − δhkPij + P h
j gik − P h

k gij, (1.13)

äå P h
j = Pαjg

αh, à òåíçîð Pij, ÿêèé ìà¹ íàçâó

òåíçîð Áðiíêìàíà, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Pij =
1

n− 2

(
Rij −

1

2(n− 1)
Rgij

)
, (1.14)

òåíçîð Åéíøòåéíà

Eij = Rij −
R

n
gij, (1.15)

òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñà

Tij = Rij −
R

2
gij. (1.16)

Ðiâíiñòü íóëþ âèçíà÷åíèõ òåíçîðiâ òÿãíå çà ñîáîþ ïåâíi ãåîìåòðè÷íi âëàñòè-

âîñòi ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, â ÿêèõ öå âiäáóâà¹òüñÿ. Òîìó â çàëåæíîñòi âiä

òîãî, ÿêi òåíçîðè îáíóëÿþòüñÿ âèäiëÿþòü òàêi êëàñè ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ

ïðîñòîðiâ:

Rijkl = 0 � ïëàñêèé ïðîñòið,

Y h
ijk = 0 � ïðîñòið ñòàëî¨ êðèâèíè,

W h
ijk = 0 � ïðîåêòèâíî ïëàñêèé ïðîñòið,

Ch
ijk = 0 � êîíôîðìíî ïëàñêèé ïðîñòið,

Rij = 0 � Ði÷÷i ïëàñêèé ïðîñòið,
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Eij = 0 � ïðîñòið Åéíøòåéíà,

R = 0 � ïðîñòið ñòàëî¨ ñêàëÿðíî¨ êðèâèíè.

Â ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ âèçíà÷àþòü ïîíÿòòÿ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨. Êîâà-

ðiàíòíó ïîõiäíó áóäåìî ïîçíà÷àòè êîìîþ. Çà âèçíà÷åííÿì êîâàðiàíòíîþ ïîõiäíîþ

òåíçîðà íàçèâàþòü

S
i1i2...ip
j1j2...jq ,k

= ∂kS
i1i2...ip
j1j2...jq

+ Γi1kαS
αi2...ip
j1j2...jq

+ . . .+

(1.17)

+ Γ
ip
kαS

i1i2...ip−1α
j1j2...jq

− Γβkj1S
i1i2...ip
βj2...jq

− . . .− ΓβkjqS
i1i2...ip
j1j2...jq−1β

Äëÿ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi Ði÷÷i

S
i1i2...ip
j1j2...jq ,kl

− Si1i2...ipj1j2...jq ,lk
= −Sαi2...ipj1j2...jq

Ri1
· αkl − . . .−

(1.18)

+ S
i1i2...ip−1α
j1j2...jq

R
ip
· αkl + S

i1i2...ip
βj2...jq

Rβ
· j1kl + . . .− S

i1i2...ip
j1j2...jq−1β

Rβ
· jqkl

ßêùî äåÿêèé òåíçîð ìà¹ äåêiëüêà iíäåêñiâ îäíîãî é òîãî æ ðîäó, òî ç íüî-

ãî ìîæíà ñòâîðèòè íîâèé òåíçîð ñèìåòðè÷íèé ÷è êîñîñèìåòðè÷íèé. Öå äîçâîëÿ¹

âèçíà÷èòè äâi òåíçîðíi îïåðàöi¨:

ñèìåòðóâàííÿ

a(ij) = aij + aji (1.19)

òà àëüòåðíóâàííÿ

a[ij] = aij − aji. (1.20)

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî ìè çàñòîñîâó¹ìî öi îïåðàöi¨ áåç äiëåííÿ.

Íèæ÷å ìè ïðèâåäåìî ïðèêëàäè âiäîìèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, íåîáõi-

äíiñòü âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ÿêèõ âèíèêàëà, â îñíîâíîìó, ç ïîòðåá çàãàëüíî¨

òåîði¨ âiäíîñíîñòi.

1. Ïðîñòið Øâàðöøèëüäà

g44 = −g−111 = 1 +
c

x1
, g22 = −x12 ,

(1.21)

g33 = −x12sin2x2, gij = 0 (i 6= j)

äå c äîâiëüíà ñòàëà
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2. Ïðîñòið Êîòëåðà, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ ïðîñòið Øâàðöøèëüäà.

g44 = −g−111 = 1 +
a

3
x1

2

+
c

x1
, g22 = −x12 ,

(1.22)

g33 = −x12sin2x2, gij = 0 (i 6= j)

äå a, c äîâiëüíi ñòàëi.

3. Ïðîñòið Âåëþ-Ëåâi-×iâiòè õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàêèìè êîìïîíåíòàìè ìåòðè-

÷íîãî òåíçîðà

g44 = −g−111 = −g−122 = eµ, g33 = −eν−µ, gij = 0 (i 6= j), (1.23)

äå ôóíêöi¨ µ òà ν çàëåæàòü ëèøå âiä äâîõ çìiííèõ: x3 òà ρ =
√
x12 + x22

çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi ðiâíÿíü:

f1 ≡
∂2µ

dρ2
+

1

ρ

∂µ

∂ρ
+ ∂33µ = 0,

f2 ≡
∂ν

dρ
− ρ

2
[(
∂µ

∂ρ
)2 − (∂3µ)2] = 0,

(1.24)

f3 ≡ ∂3ν − ρ
∂µ

∂ρ
∂3µ = 0,

∂3f2 −
∂f3
∂ρ

= ρf1∂3µ.

4. Ïðîñòið Áàõà

(gαβ) =



α ω 0 0

ω β 0 0

0 0 γ 0

0 0 0 δ


. (1.25)

α, β, γ, δ, ω - çàëåæàòü ëèøå âiä x3, x4

5. Ïðîñòið Áðiíêìàíà

ds2 = fgαβdx
αdxβ + f−1dxn

2

(α, β = 1, 2, . . . , n− 1), (1.26)
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ïðè÷îìó

f =
1

n(n− 1)
(Rxn

2

+ 2axn + b).

6. Ïðîñòið Êàçíåðà

ds2 = x1
2a1dx1

2

+ x1
2a2dx2

2

+ x1
2a3dx3

2

+ x1
2a4dx4

2

, (1.27)

äå

−a1 + a2 + a3 + a4 = 1, −(a1 + 1)2 + a22 + a23 + a24 = 0.

7. Ïðîñòið Ìiòòåðà

dS2 = −eλdz2 − eµ(dr2 + r2dθ2) + eνdt2 (1.28)

8. Ïðîñòið Øîó

ds2 = u2dt2 + gijdx
idxj (i, j = 1, 2, 3) (1.29)

äå u òà gij íå çàëåæàòü âiä t. Ïðè÷îìó

∂iju =
64

c+ u2
(∂iu∂ju−

1

3
∆1ugij),

(1.30)

∆1u = gij∂iu∂ju

òà gijdx
idxj � ìåòðèêà òðèâèìiðíîãî êîíôîðìíî-ïëàñêîãî ïðîñòîðó.

9. Çâiäíi ïðîñòîðè

1) ds2 = −ch2x
2

a
dx1

2 − dx22 − cos2x
4

a
dx3

2

+ dx4
2

(1.31)

2) ds2 = −ch2x
2

a
dx1

2 − dx22 + ch2
x4

a
dx3

2 − dx42

ÿêùî k =
1

a2
> 0 äå k ãàóñîâà êðèâèíà ïîâåðõîíü ñòàëî¨ êðèâèíè, íà ÿêi

ðîçøàðîâó¹òüñÿ ïðîñòið, òà
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3) ds2 = −cos2x
2

a
dx1

2 − dx22 − ch2x
4

a
dx3

2

+ dx4
2

(1.32)

4) ds2 = −cos2x
2

a
dx1

2 − dx22 + cos2
x4

a
dx3

2 − dx42 ,

ÿêùî ãàóñîâà êðèâèíà k = − 1

a2
< 0.

10. Âçà¹ìíèé ïðîñòið Øâàðöøèëüäà

ds2 = −γ2(γ−1dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdϕ2) + ρ−1dt2 (i, j = 1, 2, 3) (1.33)

äå ρ = 1− 2m

r

11. Ïðîñòið äå-Ñiòåðà

ds2 = dt2 − e2
√

χ
3
t(dx2 + dy2 + dz2) (1.34)

12. Ïðîñòið Øîó-Êàçíåðà

ds2 = −z−1dt2 + zdz2 + z2(dr2 + r2dϕ2), r > 0 (1.35)

13. Ïðîñòið Ôðiäìàíà

ds2 =
R2(t)

c2

c2R−2(t)dt2 − dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdϕ2

(1 +
kr

4
)2

 (1.36)

äå R = R(t) äîâiëüíà ôóíêöiÿ, k = const.

14. Ñóáïðîåêòèâíèé ïðîñòið Êàãàíà îñíîâíîãî òèïó

ds2 = e−2µ(z
1)(e1dz

12 + e2dz
22 + . . .+ endz

n2

) (1.37)

ds2 = e−2µ(z)(e1dz
12 + . . .+ endz

n2
)

(1.38)

z =
√
e1z1

2 + . . .+ enzn
2

10



15. Ñóáïðîåêòèâíèé ïðîñòið Êàãàíà âèêëþ÷íîãî òèïó

ds2 = e−2µ(z
1)(2dz1dz2 + e3dz

32 + . . .+ endz
n2

). (1.39)

Âïðàâè

Äëÿ íàâåäåíèõ âèùå ïðîñòîðiâ îá÷èñëiòü òàêi îá'¹êòè:

1) åëåìåíòè gij � ìàòðèöi îáåðíåíî¨ äî ìàòðèöi ìàòðè÷íîãî òåíçîðà;

2) ñèìâîëè Õðèñòîôåëÿ I - ðîäó � Γhij;

3) ñèìâîëè Õðèñòîôåëÿ II-ðîäó � Γhij;

4) òåíçîðè Ðiìàíà � Rh
ijk òà Rhijk;

5) òåíçîð Ði÷÷i � Rij;

6) ñêàëÿðíó êðèâèíó � R;

7) òåíçîð Âåéëÿ � W h
ijk;

8) òåíçîð êîíôîðìíî¨ êðèâèíè � Ch
ijk;

9) òåíçîð êîíöèðêóëÿðíî¨ êðèâèíè � Y h
ijk.
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� 2. Çâiäíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì gij íàçèâàþòü ëîêàëüíî çâi-

äíèì, ÿêùî â äåÿêîìó îêîëi êîæíî¨ éîãî òî÷êè M ¹ ìîæëèâiñòü âèáðàòè òàêó

ñèñòåìó êîîðäèíàò y1, y2, . . . , yn, âiäíîñíî ÿêî¨ îñíîâíà ìàòðè÷íà ôîðìà ìà¹ âè-

ãëÿä

I = gpq(y
r)dypdyq + gσµ(yν)dyσdyµ, (2.1)

(p, q, r = 1, 2, . . . ,m; σ, µ, ν = m+ 1,m+ 2, . . . , n).

Òóò gpq çàëåæàòü ëèøå âiä y
1, y2, . . . , ym, à gσµ � òiëüêè âiä ym+1, ym+2, . . . , yn.

Â ïîäàëüøîìó, ëîêàëüíî çâiäíi ïðîñòîðè áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòî çâiäíèìè.

Òàêèì ÷èíîì, çâiäíèé ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn(gij), çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ¹

äîáóòêîì äâîõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
1

Vm(gpq) òà
2

Vn−m(gσµ)

gij =


gpq | 0

− −
0 | gσµ

 (2.2)

Êîæåí iç ïðîñòîðiâ
1

Vm òà
2

Vn−m ìîæå â ñâîþ ÷åðãó çâîäèòèñü ÷è íi, i òîìó

ôîðìóëó (2.1) ìîæíà çàïèñàòü ó âèãëÿäi

ds2 =
r∑

k=1

ds2k (r > 1),

äå ds2k � êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïðîñòîðó Vmk (m1 +m2 + . . .+mn = n).

Äëÿ çàäàíîãî ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn ÷èñëî r ìîæå íàáóâàòè ðiçíèõ

çíà÷åíü. Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ r íàçèâàþòü ìîáiëüíiñòþ ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðî-

ñòîðó âiäíîñíî çâåäåííÿ.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn çâiäíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â íüîìó iñíó¹ ñèìå-

òðè÷íèé òåíçîð aij 6= cgij (äëÿ äåÿêîãî ñòàëîãî c), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

aiαa
α
j = aij; (2.3)

aij,k = 0, (2.4)

äå aij = aαjg
αi.

Ðiâíÿííÿ (2.3) òà (2.4) öå iíâàðiàíòíà (âiäíîñíî âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò)

óìîâà, íåîáõiäíà òà äîñòàòíÿ äëÿ òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn áóâ çâiäíèì.
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Â òàêîìó âèãëÿäi ¨¨ ñôîðìóëþâàâ Ï.À Øèðîêîâ.

Òåíçîð aij, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (2.3), íàçèâàþòü iäåìïîòåíòíèì, à óìîâi

(2.4) � êîâàðiàíòíî ñòàëèì.

Âèìîãó iäåìïîòåíòíîñòi ìîæíà çàìiíèòè óìîâîþ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ òåíçîðà aij
ìàëà ïðîñòi åëåìåíòàðíi äiëüíèêè òà äiéñíi êîðåíi (öå äîâiâ Ã. Êðó÷êîâè÷). Â òàêî-

ìó âèãëÿäi îçíàêà íàâîäèòüñÿ â ÿêîñòi âïðàâè â êíèçi Ë.Ï. Åéçåíõàðòà "Ðiìàíîâà

ãåîìåòðiÿ", àëå áåç âèìîãè iñíóâàííÿ äiéñíèõ êîðåíiâ. ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, áåç

öüîãî îçíàêà ¹ ïîìèëêîâîþ.

Óìîâè iíòåãðîâàíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ (2.4) ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi Ði÷÷i áó-

äóòü

aαiR
α
jkl + aαjR

α
ikl = 0. (2.5)

Öèêëþþ÷è îñòàíí¹ ïî (i, k, l), îòðèìà¹ìî

aαiR
α
jkl + aαkR

α
jli + aαlR

α
jik = 0. (2.6)

Çãîðòàþ÷è ïî iíäåêñàì (j, k), áóäåìî ìàòè

aαiR
α
l − aαlRα

i = 0. (2.7)

Òóò

Ri
j = Rαjg

αi. (2.8)

Ïðî òåíçîðè aij òà bij, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

aαi bαj = aαj bαi, (2.9)

êàæóòü, ùî âîíè êîìóòóþòü.

Òåîðåìà 1. Â çâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ Vn, iñíó¹ iäåìïîòåíòíèé òåí-

çîð, ùî êîìóòó¹ ç òåíçîðîì Ði÷÷i Vn.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn íàçèâàþòü ïëàñêèì (àáî ëîêàëüíî åâêëiäîâèì),

ÿêùî â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè M ìîæå áóòè âèáðàíà òî÷êà ñèñòåìè êîîðäèíàò

y1, y2, . . . , yn, ÿêó íàçèâàþòü äåêàðòîâîþ, âiäíîñíî ÿêî¨ îñíîâíà ìàòðè÷íà ôîðìà

ïðîñòîðó ìà¹ âèä

I = e1(dy
1)2 + e2(dy

2)2 + . . .+ en(dyn)2, (2.10)

e1, e2, . . . , en äîðiâíþþòü ïëþñ àáî ìiíóñ îäèíèöi.

Òåíçîðíîþ îçíàêîþ, íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ, òîãî ùîá ïðîñòið áóâ

ïëàñêèì ¹ âèìîãà

Rhijk = 0. (2.11)
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Ïëàñêi ïðîñòîðè, ÿê âèäíî ç îçíà÷åííÿ (2.10), ¹ ãðàíè÷íèìé âèïàäêîì çâiäíîñòi.

Ç iíøîãî áîêó, äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (2.4) äëÿ ïëàñêèõ ïðîñòîðiâ çàâæäè ìàþòü

ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè óìîâè iíòåãðóâàííÿ (2.5) ç óðàõóâàííÿì (2.11) âèêîíóþòüñÿ

òîòîæíî.

Êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåìè (2.4) äîðiâíþ¹
(n+ 1)n

2 .

Ñèñòåìà (2.5) ¹ ïåðåâèçíà÷åíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè aij,

ÿêi íå âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè òåíçîðà àáî ÷åðåç âíóòðiøíi îá'¹êòè

ïðîñòîðó Vn íàçèâàþòü ñóòò¹âèìè.Îòæå, ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà aij äîïóñêàþòü ïëàñêi ïðîñòîðè. Â ïîäàëüøîìó, ïðè âèâ÷åííi ïè-

òàííÿ ïðî êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij, ìè îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì

ïðîñòîðiâ âiäìiííèõ âiä ïëàñêèõ.

Îöiíèìî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò ñèìåòðè÷íîãî, íåâèðîäæåíîãî òåí-

çîðà aij, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

aαiK
α
j + aαjK

α
i = 0. (2.12)

Òóò Kh
j � äåÿêèé àôiíîð, íåçàëåæíèé âiä aij, êðiì òîãî ïðèïóñêà¹ìî, ùî âií çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâi

gαiK
α
j + gαjK

α
i = 0. (2.13)

Óìîâà (2.13) îçíà÷à¹, ùî òåíçîð Kij
def
= Kα

j gαi ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì.

Íåõàé r∗ � ÷èñëî, ðiâíå 3n− 5 äëÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn, n 6= 4, 6, à ó

âèïàäêó n = 4 àáî 6 ðiâíå 3n− 6.

Äîâåäåìî òàêó òåîðåìó

Òåîðåìà 2. ßêùî ðàíã ìàòðèöi
∥∥Ki

j

∥∥ áiëüøå äâîõ, òî ñåðåä êîìïîíåíò òåí-

çîðà aij íå ìåíøå íiæ r∗ çàëåæèòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij i àôiíîðà

Ki
j.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòèìåìî â äåÿêié ôiêñîâàíié òî÷öi M(xh) ∈ Vn.
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå íåâèðîäæåíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò â öié òî÷öi

yh = Ahαx
α,

äå det
∥∥Ahi ∥∥ 6= 0.

Òåíçîðè aij òà K
i
h ïåðåòâîðÿòüñÿ çãiäíî iç çàêîíîì

a8
ij = aαβB

α
i B

β
j ; K 8 h

i = Kα
βB

β
i B

h
α,

òóò
∥∥Bh

i

∥∥ def
=
∥∥Ahi ∥∥−1.

Î÷åâèäíî, ùî ðàíã òåíçîðà Kh
i , à òàêîæ ÷èñëî çàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij

â ðiâíÿííi (2.12) ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Îñòàíí¹ âiðíî

i ó òîìó âèïàäêó, êîëè
∥∥Ahi ∥∥ ¹ êîìïëåêñíîçíà÷íîþ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ.
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Äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü çâîäèìî àôiíîð Ki
h çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæå-

íîãî ïåðåòâîðåííÿ (âèïàäîê êîìïëåêñíîãî ïåðåòâîðåííÿ íå âèêëþ÷à¹òüñÿ) äî êà-

íîíi÷íî¨ ôîðìè Æîðäàíà. Ó íàøîìó äîñëiäæåííi ìè îáìåæèìîñÿ ñïðîùåíiøèì

çàïèñîì öi¹¨ ìàòðèöi:

Kh
i =



ω1 K1
2 0 . . . 0

0 ω2 K2
3 . . .

...
...

. . . . . . 0
... . . . . . . ωn−1 Kn−1

n

0 . . . . . . 0 ωn


(2.14)

äå Kα
α+1 = 0 àáî 1.

Îñòàíí¹ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Kα
α = ωα; Kα+1

α = 0, 1; Ka
b = 0 äëÿ b 6= a, a+ 1.

Òóò a, b = 1, 2, . . . , n. Â öié ôîðìóëi, ÿê i â óñié ðîáîòi, çà îäíàêîâèìè iíäåêñàìè

ñóìóâàííÿ íå ðîáèòüñÿ.

Ïðèðîäíî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó âëàñíi ÷èñëà ωα ìàòðèöi K
h
i ìîæóòü áóòè

êîìïëåêñíèìè. Ñèñòåìó êîîðäèíàò y, â ÿêié Kh
i ìà¹ ôîðìó Æîðäàíà, íàçâåìî

êàíîíi÷íîþ.

Ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.12) ç ôiêñîâàíèìè iíäåêñàìè i i j ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ωij,

îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Ωji çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì Ωij, ñèñòåìà (2.12) åêâiâàëåíòíà ñè-

ñòåìi ðiâíÿíü

Ω : Ωij(i ≤ j; i, j = 1, 2, . . . , n).

Ðiâíÿííÿ (2.12) â êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò y ìàþòü òàêó ôîðìó:

Ωij(i, j < n) : aij(ωi + ωj) + ai+1 jK
i+1

i + aij+1K
j+1

j = 0 (2.15)

Ωin(i < n) : ain(ωi + ωn) + ai+1 nK
i+1

j = 0 (2.16)

Ωnn : ann(ωn + ωn) = 0 (2.17)

Íàãàäà¹ìî, ùî ó ðiâíÿííÿõ (2.15) i (2.16) ïðàâèëî Åéíøòåéíà íå çàñòîñîâó¹òüñÿ.

Çàçäàëåãiäü äîâåäåìî íàñòóïíi ëåìè:

Ëåìà 1. Êîìïîíåíòè ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà aij, äëÿ ÿêèõ (ωi + ωj) 6= 0, çàëå-

æàòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij i àôiíîðà K
i
j.
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Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð iíäåêñiâ (i, j), äå i ≤ j, i, j = 1, 2, . . . , n,

ïîçíà÷èìî ÷åðåç I. ×åðåç I1 i I
∗ ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíè I òàêi, ùî

(i, j) ∈ I1 ⇔ (ωi + ωj) 6= 0 i I∗ = I\I1.

Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ I1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç q. Íèæ÷å äîâåäåìî, ùî q êîìïîíåíò

aij, äå (i, j) ∈ I1, ÿâíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè òåíçîðà aij i àôiíîðà

Kh
i .

Êðîê 1. Ç ìíîæèíè ïàð I1 âèáåðåìî ïàðó (i1, j1) òàêó, ùî iíäåêñè i1 i j1 ¹

�ìàêñèìàëüíèìè�. Êîðåêòíiøå:

i1 = max
∀(i,j)∈I1

i i j1 = max
∀(i,j)∈I1

j .

Òîäi íåâàæêî áà÷èòè, ùî àíàëiçîì ðiâíÿííÿ Ωi1j1 (äèâ. (2.15), (2.16), (2.17))

ìîæíà ÿâíî âèðàçèòè êîìïîíåíòó ai1j1 ÷åðåç êîìïîíåíòè aij ∈ I∗, i Kh
i .

Êðîê 2. Äàëi ïîçíà÷èìî ÷åðåç I2
def
= I1\{(i1, j1)}. Àíàëîãi÷íî, ç ìíîæèíè ïàð

I2 âèáåðåìî �ìàêñèìàëüíó� ïàðó (i2, j2):

i2 = max
∀(i,j)∈I2

i i j2 = max
∀(i,j)∈I2

j .

Òîäi íåâàæêî áà÷èòè, ùî àíàëiçîì ðiâíÿííÿ Ωi2j2 (äèâ. (2.15), (2.16)) ìîæíà

ÿâíî âèðàçèòè êîìïîíåíòó ai2j2 ÷åðåç êîìïîíåíòó ai1j1 i êîìïîíåíòè aij, (i, j) ∈ I∗
i Kh

i . Àëå òîäi íà ïiäñòàâi 1-ãî êðîêó ìà¹ìî, ùî i ai2j2 âèðàæà¹òüñÿ ÿâíî òiëüêè

÷åðåç êîìïîíåíòè aij, (i, j) ∈ I∗ i Kh
i .

Ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî àíàëîãi÷íî. Ïiñëÿ q êðîêiâ ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî óñi êîìïî-

íåíòè aij, äëÿ ÿêèõ (i, j) ∈ I1, âèðàæàþòüñÿ òiëüêè ÷åðåç êîìïîíåíòè aij, (i, j) ∈ I∗
i àôiíîðà Kh

i .

Ëåìà äîâåäåíà.

Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ìîæåìî äîâåñòè òàê ëåìó, ùî äîçâîëÿ¹ äîâåñòè òåîðåìó:

Ëåìà 2. ßêùî ÷èñëî çàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij íå ïåðåâåðøó¹ ÷èñëà r
∗,

òî ñåðåä ÷èñåë ωi íå áiëüøå äâîõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïðèíàéìíi

òðè íåíóëüîâi ÷èñëà ωa, ωb, ωc (òóò a, b, c � âçà¹ìíî âiäìiííi iíäåêñè; ïiñëÿ ïåðå-

íóìåðàöi¨ iíäåêñiâ, ìîæíà ââàæàòè a = 1, b = 2, c = 3). Ïîêàæåìî, ùî ïðè öüîìó

ïðèïóùåííi õî÷ áè 3n−5, à ó âèïàäêó n = 4, 6 õî÷ áè 3n−6 êîìïîíåíò òåíçîðà aij
çàëåæèòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò öüîãî òåíçîðà i àôiíîðà Kh

i (öå ÷èñëî ìè ïîçíà÷èëè

÷åðåç r∗). Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1, äëÿ öüîãî äîñèòü, ùîá ñåðåä åëåìåíòiâ òðèêóòíî¨

ìàòðèöi ω:

ω =


ω1 + ω1 ω1 + ω2 . . . ω1 + ωn

0 ω2 + ω2 . . . ω2 + ωn
...

...
. . .

...

0 0 . . . ωn + ωn


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çíàéøëîñÿ, ïðèíàéìíi, r∗ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ.

1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåíóëüîâi âëàñíi ÷èñëà ω1, ω2, ω3 çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâi

|ω1| 6= |ω2| 6= |ω3| .

Òîäi íå äîðiâíþþòü íóëþ ÷èñëà

ω1 + ω1, ω1 + ω2, ω1 + ω3, ω2 + ω2, ω2 + ω3, ω3 + ω3,

à äëÿ a > 3:

à) ÿêùî ωa = ±ω1 , òî íå äîðiâíþþòü íóëþ

ω2 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

á) ÿêùî ωa = ±ω2 , òî íå äîðiâíþþòü íóëþ

ω1 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

â) ÿêùî ωa = ±ω3 , òî íå äîðiâíþþòü íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ωa + ωa;

ã) ÿêùî ωa 6= ±ω1,±ω2,±ω3 , òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ω3 + ωa;

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ìà¹ìî, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi 3n − 3

êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi r∗ ≥ 3n− 3.

2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåíóëüîâi âëàñíi ÷èñëà ω1, ω2, ω3 çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi

ω1 = −ω2, ω3 6= ±ω1 i äëÿ ∀a > 3 : ωa = ±ω1,±ω3, 0.

Iíøå çíà÷åííÿ ωa íàñ ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó ï. 1.

Â öüîìó âèïàäêó íå äîðiâíþþòü íóëþ ÷èñëà

ω1 + ω1, ω1 + ω3, ω2 + ω2, ω2 + ω3, ω3 + ω3,

a äëÿ a > 3:

17



à) ÿêùî ωa = 0, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ω3 + ωa;

á) ÿêùî ωa = ω1, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

â) ÿêùî ωa = −ω1, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω2 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

ã) ÿêùî ωa = ±ω3, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ωa + ωa;

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ìà¹ìî, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi 3n−4

êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi r∗ ≥ 3n− 4

3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåíóëüîâi âëàñíi ÷èñëà ω1, ω2, ω3 çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi

ω1 = ω2, ω3 6= ±ω1 i ∀a > 3 : ωa = ω1,±ω3, 0.

Çíà÷åííÿ ωa 6= ±ω1,±ω2, íàñ ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó ï. 1., à çíà÷åííÿ ωa =

−ω1 � ïðèâîäèòü äî ï. 2.

Â öüîìó âèïàäêó íå äîðiâíþþòü íóëþ ÷èñëà

ω1 + ω1, ω2 + ω3, ω1 + ω3, ω2 + ω2, ω2 + ω3, ω3 + ω3,

a äëÿ a > 3:

à) ÿêùî ωa = 0, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ω3 + ωa;

á) ÿêùî ωa = ω1,±ω3, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ìà¹ìî, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi 3n − 3

êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi r∗ ≥ 3n− 3.
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4. Î÷åâèäíî, çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè

ω1 = ω2 = . . . = ωk = −ωk+1 = −ωk+2 = . . . = −ωk+l 6= 0,

ωk+l+1 = . . . = ωn = 0.

Â öüîìó âèïàäêó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ÷èñåë ωi + ωj (i ≤ j) ðiâíà

k(k + 1)

2
+
l(l + 1)

2
+ (k + l)(n− k − l).

Áåçïîñåðåäíiì àíàëiçîì ìîæíà âñòàíîâèòè:

à) êîëè{
n = 4 i ω1 = ω2 = −ω3 = −ω4 6= 0,

n = 6 i ω1 = ω2 = ω3 = −ω4 = −ω5 = −ω6 6= 0

}
,

òo ïðèíàéìíi 3n− 6 êîìïîíåíò aij çàëåæíèõ, ùî óçãîäæó¹òüñÿ iç òâåð-

äæåííÿì ëåìè.

á) ó iíøèõ âèïàäêàõ, êîëè k+ l > 2, ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi 3n− 5

êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî òàêîæ óçãîäæó¹òüñÿ iç òâåðäæåííÿì ëåìè.

Ó ðåçóëüòàòi, íàìè ðîçãëÿíóòi óñi ìîæëèâi âèïàäêè i, òàêèì ÷èíîì, ëåìà 2

äîâåäåíà.

Íà ïiäñòàâi ïîïåðåäíiõ ëåì äîâåäåìî ðàíiøå ñôîðìóëüîâàíó íàìè òåîðåìó.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî, ÿêùî ÷èñëî çàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij
ìåíøå àáî ðiâíå 3n − 5 äëÿ n 6= 4, 6 i 3n − 6 äëÿ n = 4, 6, òo ìàòðèöÿ òåíçîðà Ki

j

ìà¹ íå áiëüøå äâîõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî

â ìàòðèöi Ki
j, çâåäåíié äî ôîðìèÆîðäàíà (2.14), ïðèíàéìíi, òðè íåíóëüîâi ðÿäêè.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 2 i ìîæëèâiñòü ïåðåñòàíîâêè êëiòèí Æîðäàíà, äîñèòü ðîçãëÿ-

íóòè íàñòóïíèõ ñiì âèïàäêiâ:

1). ω1, ω2 6= 0, ωa = 0, äëÿ a = 3, n, K4
3 = 1;

2). ω1 6= 0, ωa = 0, äëÿ a = 2, n, K3
2 = K4

3 = 1;

3). ω1 6= 0, ωa = 0, äëÿ a = 2, n, K3
2 = 1, K4

3 = 0, K5
4 = 1;

4). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = K3

2 = K4
3 = 1;

5). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = K3

2 = 1, K4
3 = 0, K5

4 = 1;

6). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = 1, K3

2 = 0, K4
3 = K5

4 = 1;

7). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = 1, K3

2 = 0, K4
3 = 1, K5

4 = 0, K6
5 = 1.

Íåõàé ω1 6= 0, ω2 6= 0, i ωa = 0, äëÿ óñiõ a = 3, n, i K4
3 = 1, òîäi

ìàòðèöÿ Ki
j ìà¹ âèãëÿä
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Ki
j =


ω1 K2

1 0 . . . 0

0 ω2 0 . . . 0

0 0 0 K4
3

...
...

...
...

. . . Kn
n−1

0 0 0 . . . 0


Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà ω1 + ωa, ω2 + ωa (äëÿ ∀a > 2) âiäìiííi âiä íóëÿ i, îòæå,

÷åðåç ëåìó 1 êîìïîíåíò a1a (a 6= 2), a2a (a 6= 1) çàëåæàòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò

ìàòðèöi aij.

Ïîêëàâøè â (2.15) i = j = 3, çíàõîäèìî, ùî a34 = 0. Ç (2.16) ïðè i = 3 ìà¹ìî,

ùî a4n = 0.

Ôîðìóëà (2.15) ïðè i = 3, j = s 6= 1, 2, 3, n íàáóâà¹ âèãëÿä

a4s + a3 s+1K
s+1
s = 0.

Ïiñëÿ íåâàæêîãî àíàëiçó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñåðåä êîìïîíåíò òåíçîðà aij íå

ìåíøå íiæ 3n−4 çàëåæíèõ. Ñàìå íèìè ¹ êîìïîíåíòè a1a(a = 1, 3, 4, . . . , n), a2a(a =

2, 3, 4, . . . , n) i a4a (a = 3, 4, . . . , n).

2) Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Îñêiëüêè ω1+ωa (a = 1, n) íå äîðiâíþþòü íóëþ,

òî íà ïiäñòàâi ëåìè 1 êîìïîíåíòè a1a(a = 1, n) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè

ìàòðèöi aij.

Ç (2.16) ïðè i = 2, 3,, âèïëèâà¹ a3n = a4n = 0.

Ôîðìóëà (2.15) ïðè i = 2, j = s (s = 2, n− 1), äà¹

a3s = −a2 s+1K
s+1
s , (2.18)

a ïðè i = 3, j = s (s = 3, n− 1) äà¹

a4s = −a3 s+1K
s+1
s . (2.19)

Îòæå, a1a (a = 1, 2, . . . , n), a3a (a = 2, 3, . . . , n) i a4a (a = 4, 5, . . . , n) çà-

ëåæàòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij, òîáòî ñåðåä êîìïîíåíò aij íå ìåíøå íiæ

3n− 4 çàëåæíèõ.

3) Òðåòié âèïàäîê àíàëîãi÷íèé äðóãîìó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîìïîíåíòè a1a (a =

1, n), âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè ìàòðèöi aij.

Ç (2.16) ïðè i = 2, 4, âèïëèâà¹, a3n = a5n = 0.

Ôîðìóëà (2.15) ïðè i = 2, j = s (s = 2, n− 1) äà¹

a3s = −a2 s+1K
s+1
s , (2.20)

à ïðè i = 4, j = s (s = 4, n− 1) äà¹

a5s = −a4 s+1K
s+1
s , (2.21)
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Îòæå, a1a (a = 1, 2, . . . , n), a3a (a = 2, 3, . . . , n) i a5a (a = 4, 5, . . . , n) çàëåæàòü

âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij, òîáòî ñåðåä êîìïîíåíò aij íå ìåíøå íiæ 3n− 4

çàëåæíèõ.

4, 5, 6 i 7 âèïàäêè ïîäiáíèì àíàëiçîì ðiâíÿíü (2.15) i (2.16) ïðèçâîäÿòü äî

òîãî, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij íå ìåíøå íiæ 3n− 5 çàëåæíèõ. Îáìåæèìîñÿ òiëüêè

ðîçãëÿäîì ðiâíÿíü ((2.15) i (2.16), ÿêi ïðèçâîäÿòü äî òàêîãî âèñíîâêó:

Âèïàäîê 4: ïðè i = 1, 2, 3; âèïàäîê 5: ïðè i = 1, 2, 4; âèïàäîê 6: ïðè i = 1, 3, 4;

âèïàäîê 7: ïðè i = 1, 3, 5.

Òàêèì ÷èíîì, â óñiõ âèïàäêàõ íàìè îòðèìàíî ïðîòèði÷÷ÿ, ÿêå äîâîäèòü ñïðà-

âåäëèâiñòü òåîðåìè.

Âèâ÷èâøè â ñïåöiàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò êiëüêiñòü çàëåæíèõ êîìïîíåíò òåí-

çîðà aij, â âiäìiííîìó âiä ïðîñòîðó ñòàëî¨ êðèâèíè, ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði

íàìè äîâåäåíà òåîðåìà, ùî ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ îöiíêè êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ

êîìïîíåíò êîâàðiàíòíî ñòàëîãî òåíçîðà aij:

Êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij â çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðíîñòi ïñåâäî-

ðiìàíîãî ïðîñòîðó Vn ìîæíà çîáðàçèòè íà ñõåìi

Òóò âiñü X � öå ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó, âiñü Y � êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ êîìïîíåíò

òåíçîðà aij, âåðòèêàëüíèìè ïóíêòèðíèìè ëiíiÿìè âiäìi÷åíi ëàêóíè (çàáîðîíåíi

iíòåðâàëè) â ðîçïîäiëi êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ êîìïîíåíò.
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Âïðàâè

1. Äëÿ ïðîñòîðiâ iç ðîçäiëó 1, äëÿ ÿêèõ îá÷èñëåíî âíóòðiøíi îá'¹êòè, çíàéäiòü

êîâàðiàíòíî ñòàëèé äâîõâàëåíòíèé òåíçîð aij íå ïðîïîðöiéíèé ìåòðè÷íîìó,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (2.3), (2.4), êîðèñòóþ÷èñü ðiâíÿííÿì

aij,k = ∂kaij − aαjΓαik − aiαΓαjk = 0 (2.22)

2. Âèêîíàéòå òå ñàìå çàâäàííÿ êîðèñòóþ÷èñü òîòîæíiñòþ Ði÷÷i òà ðîçâ'ÿçóþ÷è

ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

aαiR
α
jkl + aαjR

α
ikl = 0 (2.23)

3. Äîâåäiòü ùî äëÿ òåíçîðà aij, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.3), (2.4), âèêîíóþòüñÿ óìîâè

aαiR
α
j = aαjR

α
i (2.24)

4. Âèêîíàéòå çàâäàííÿ (1.), âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.24)

5. Äîâåäiòü, ùî äëÿ çâiäíèõ ïðîñòîðiâ Åéíøòåéíà òîáòî ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðî-

ñòîðiâ, â ÿêèõ ìà¹ ìiñöå Rij =
R

n
gij, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

R

n
aij = aαβR

α β
.ij. (2.25)
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� 3. Åêâiäiñòàíòíi ïñåâäîðiìàíoâi ïðîñòîðè

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì gij íàçèâà¹òüñÿ åêâiäiñòàí-

òíèì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ âåêòîðíå ïîëå ϕi 6= 0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿì

ϕi,j = τgij, (3.1)

äå τ � äåÿêèé iíâàðiàíò, à êîìà �,� � çíàê êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ â Vn . Ïðè τ 6= 0

öå � åêâiäiñòàíòíèé ïðîñòið îñíîâíîãî âèïàäêó, à ïðè τ = 0 � îñîáëèâîãî [22].

Âåêòîðíå ïîëå, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿì (3.1), Ê. ßíî íàçèâàâ êîíöèðêóëÿð-

íèì [26]. Ìè, ñëiäóþ÷è çà Í.Ñ. Ñiíþêîâèì [22], íàçèâàòèìåìî éîãî åêâiäiñòàí-

òíèì âåêòîðíèì ïîëåì.

Óìîâè iíòåãðîâàíîñòi îñíîâíèõ ðiâíÿíü (3.1) ìàþòü âèãëÿä

ϕαR
α
ijk = gijτ,k − gikτ,j,

òóò Rh
ijk � òåíçîð Ðiìàíà Vn . Ç îñòàííüîãî íåâàæêî îòðèìàòè

τ,i =
1

n− 1
ϕαR

α
i . (3.2)

äå Rh
i = gαhRαi, Rij � òåíçîð Ði÷÷i, gij � åëåìåíòè îáåðíåíî¨ ìàòðèöi äî gij.

Ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü (3.1) i (3.2) íîñèòü çàìêíóòèé õàðàêòåð. Âîíà ¹ ñèñòåìîþ

ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó

Êîøi ç êîåôiöi¹íòàìè, îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèìè ïðîñòîðîì Vn, âiäíîñíî íåâiäîìîãî

âåêòîðà ϕi i iíâàðiàíòà τ .

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.1) i (3.2) â ïðîñòîði Vn äëÿ áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü

øóêàíèõ ôóíêöié

ϕi(x0) =
o
ϕ
i
; τ(x0) =

o
τ,

çàäàíèõ â òî÷öi M0(x0), ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó. Îòæå, ÷èñëî äîâiëüíèõ

ïîñòiéíèõ â çàãàëüíîìó ðîçâ'ÿçêi ñèñòåìè íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà ν = n+ 1.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (3.1) i (3.2) ëiíiéíà, òî âîíà ìà¹ íå áiëüøå íiæ ν ëiíiéíî íåçà-

ëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âiäîìî, ùî n+1 ëiíiéíî íåçàëåæíå

åêâiäiñòàíòíå âåêòîðíå ïîëå äîïóñêàþòü ïðîñòîðè ñòàëî¨ êðèâèçíè i òiëüêè âîíè.

Ç óìîâ iíòåãðîâàíîñòi (3.1) íåâàæêî îòðèìàòè, ùî

τ,k = Bϕk, (3.3)

òóò B � äåÿêèé iíâàðiàíò.

Äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó:
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Òåîðåìà 3. ßêùî ïñåâäîðiìàíîâèé ïðîñòið Vn (n > 2) äîïóñêà¹ ïðèíàéìíi

äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ

ïîëÿ, òî â ðiâíÿííÿõ (3.3) iíâàðiàíò B � äåÿêà ñòàëà, îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà

äëÿ çàäàíîãî ïðîñòîðó Vn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â Vn iñíóþòü õî÷à á äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ç ïîñòiéíèìè

êîåôiöi¹íòàìè åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ ϕi i ϕ̃i. Òîäi äëÿ íèõ ìàþòü ìiñöå

óìîâè:

ϕαR
α
ijk = B(gijϕk − gikϕj), (3.4)

ϕ̃αR
α
ijk = B̃(gijϕ̃k − gikϕ̃j) (3.5)

äå B, B̃ � äåÿêi iíâàðiàíòè.

Ïîìíîæèâøè (3.4) íà ϕ̃k i çãîðòàþ÷è ïî k, ç óðàõóâàííÿì (3.5), îòðèìà¹ìî

(B − B̃)(gijϕαϕ̃
α − ϕ̃iϕj) = 0

Ïðèïóñòèìî, ùî B 6= B̃, òîäi

gijϕαϕ̃
α − ϕ̃iϕj = 0

Ç îñòàííüîãî âèäíî, ùî: ϕαϕ̃
α = 0 i ϕ̃iϕj = 0, à öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó

ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî âåêòîðè íåíóëüîâi. Îòæå, çà íåîáõiäíîñòi ìà¹ ìiñöå B = B̃.

Îòæå, iíâàðiàíò B îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ çàäàíîãî Vn.

Êîâàðiàíòíî ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (3.4), ç óðàõóâàííÿì (3.1), îòðèìà¹ìî:

τRhijk + ϕαR
α
ijk,h = (ϕkgij − ϕjgik)B,h + τB(ghkgij − ghjgik) (3.6)

Ïðîöèêëþ¹ìî (3.6) ïî iíäåêñàõ h, j, k, à ïîòiì ðåçóëüòàò çãîðíåìî ç gij, áóäåìî

ìàòè ôîðìóëó

B,kϕh −B,hϕk = 0.

Ç îñòàííüîãî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

B,k = γϕk, (3.7)

äå γ � äåÿêèé iíâàðiàíò.

Àíàëîãi÷íà ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå i äëÿ âåêòîðà ϕ̃k:

B,k = γ̃ϕ̃k.

Òîäi, ïîðiâíþþ÷è îñòàíí¹ ç (3.7), âíàñëiäîê òîãî, ùî âåêòîðè ϕk i ϕ̃k íåêîëiíåàðíi,

ëåãêî áà÷èòè, ùî γ̃ = γ = 0. Îòæå, B,k = 0 òîáòî B − const.
Îòæå, òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
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Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíà òåîðåìà àíàëîãi÷íà ðàíiøå äîâåäåíèì ðåçóëüòàòàì çà

äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ.

Òåîðåìà 4. Íå iñíó¹ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn, âiäìiííèõ âiä ïðîñòîðiâ ñòà-

ëî¨ êðèâèíè, ùî äîïóñêàþòü áiëüø íiæ n − 2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ç ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ Vn âiä-

ìiííå âiä ïðîñòîðó ñòàëî¨ êðèâèíè, ùî äîïóñêà¹ áiëüø íiæ (n − 2) ëiíiéíî íå-

çàëåæíèõ ç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ. Öå îçíà÷à¹,

ùî íà êîìïîíåíòè âåêòîðà ϕi i iíâàðiàíòà τ íå ïîâèííi íàêëàäàòèñÿ áiëüø íiæ 3

çàëåæíîñòi.

Óìîâè iíòåãðîâàíîñòi (3.1) çàïèøåìî ó âèäi

ϕαZ
α
ijk = 0, (3.8)

äå Zα
ijk

def
=Rh

ijk −B(δhkgij − δhj gik); δhi � ñèìâîëè Êðîíåêåðà.

Äèôåðåíöiþþ÷è (3.8) i âðàõîâóþ÷è (3.1), îòðèìà¹ìî

τZhijk + ϕαZ
α
ijk,h = 0.

Òóò Zhijk = gαhZ
α
ijk.

Îñêiëüêè Zhijk 6= 0, òî à¹ìî, ùî iíâàðiàíò τ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè

âåêòîðó ϕi i îá'¹êòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ìåòðèêîþ Vn.

Òåíçîð Zh
ijk ìîæíà ïîäàòè ó âèäi

Zh
ijk =

m∑
s=1

b
s

h
Ω
s ijk

, (3.9)

äå b
s

h
� ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè, à Ω

s ijk
� ëiíiéíî íåçàëåæíi òåíçîðè. Îñêiëüêè

Vn íå ¹ ïðîñòîðîì ñòàëî¨ êðèâèíè, òî m ≥ 2.

Ç óìîâ (3.8), âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ òåíçîðà (3.9), âèïëèâà¹:

ϕα b
1

α
= 0

ϕα b
2

α
= 0

(3.10)

. . . . . . . . .

ϕα b
m

α
= 0

Âíàñëiäîê òîãî, ùî m ≥ 2, ñåðåä ñèñòåìè (3.10) çíàéäóòüñÿ õî÷à á äâà iñòîòíi

ðiâíÿííÿ. Îòæå, íà âåêòîð ϕi i iíâàðiàíò τ íàêëàäàþòüñÿ, ïðèíàéìíi, òðè

çàëåæíîñòi. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà 4 äîâåäåíà.
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Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 5. Â ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ Vn(n > 3) , ùî äîïóñêàþòü n−2 ëi-

íiéíî íåçàëåæíèõ åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ i òiëüêè â íèõ, âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

Rhijk = B(ghkgij − ghjgik) + e(ahbi − aibh)(ajbk − akbj), (3.11)

ai, j =
1

ξ
j
ai+

2

ξ
j
bi + ciaj; (3.12)

bi, j =
3

ξ
j
ai+

4

ξ
j
bi + cibj; (3.13)

ci, j =
5

ξ
j
ai+

6

ξ
j
bi + cicj −Bgij, (3.14)

äå ai i bi � íåêîëiíåàðíi îðòîãîíàëüíi âåêòîðè; ci,
s

ξ
j
(s = 1, . . . , 6) � äåÿêi âåêòîðè;

e = ±1, B = const.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé Vn (n > 3) äîïóñêà¹ n−2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ

åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ. Òîäi ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 4, i ìîæíà âèêîðèñòîâó-

âàòè õiä ¨¨ äîâåäåííÿ. Àíàëiçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü (3.10), ëåãêî áà÷èòè, ùî ñåðåä

âåêòîðiâ b
s

i
iñíó¹ íå áiëüøå äâîõ íåíóëüîâèõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî Zh

ijk 6= 0,

(3.9) i âèçíà÷åííÿ òåíçîðà Zh
ijk i éîãî âëàñòèâîñòi, îòðèìà¹ìî óìîâè (3.11):

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.11) â (3.4), ìà¹ìî:

ϕαaαbi − ϕαbαai = 0.

Îñêiëüêè ai i bi � íåêîëiíåàðíi âåêòîðè, òî çâiäñè âèòiêà¹

ϕαaα = 0, (3.15)

ϕαbα = 0. (3.16)

Êîâàðiàíòíî äèôåðåíöiþþ÷è (3.15) ç óðàõóâàííÿì ðiâíÿíü (3.1) îòðèìà¹ìî

ϕαaα,i + τai = 0, (3.17)

ϕαbα,i + τbi = 0. (3.18)

Òåíçîð aij ìîæíà ïîäàòè ó âèäi

ai, j = ciaj +
m∑
s=1

s
q
i

s
ν
j

(3.19)
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äå aj,
s
ν
j

(s = 1, . . . ,m, m ≤ n − 1) � äåÿêi íåêîëiíåàðíi âåêòîðè; ci,
s
q
i
� äåÿêi

âåêòîðè.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.19) â (3.17), íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

(ϕαcα + τ)ai +
m∑
s=1

ϕα
s
q
α

s
ν
i

= 0

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹

τ = −ϕαcα,
(3.20)

ϕα
s
q
α

= 0.

Àëå òîäi, çâàæàþ÷è íà óìîâè (3.15), (3.16), (3.20) i êiëüêiñòü n − 2 íåçàëåæíèõ

åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðiâ âèõîäèòü, ùî óñi âåêòîðè
s
q
i
ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç

âåêòîðè ai i bi. Â öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà (3.19) íàáóâà¹ âèãëÿäó (3.12). Àíàëî-

ãi÷íî, ìîæåìî ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ôîðìóëè (3.13).

Êîâàðiàíòíî ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (3.20), íà îñíîâi (3.1) i (3.3) ìîæíà çàïèñàòè

ðåçóëüòàò òàêèì ÷èíîì:

ϕα(cα,i +Bgαi) + τci = 0

Çâiäñè, àíàëîãi÷íî, âèòiêàþòü ôîðìóëè (3.14). Îòæå, Vn ¹ ïî íåîáõiäíîñòi ïðî-

ñòîðîì, â ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.11), (3.12), (3.13), (3.14).

Äîñòàòíiñòü. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði Vn çìiøàíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (3.1) ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ (3.11), (3.12), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) òà (3.20).

Óìîâè iíòåãðîâàíîñòi ðiâíÿíü (3.1) â òàêèõ ïðîñòîðàõ âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî.

Äèôåðåíöiàëüíi ïðîäîâæåííÿ (3.20) òàêîæ âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî. Îòæå, ñèñòåìà

(3.1), (3.3) ìà¹ â òàêèõ ïðîñòîðàõ ðîçâ'ÿçêè äëÿ óñiõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü
o
ϕ,

o
τ, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (3.20).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ öèõ ðiâíÿíü â ïðîñòîði Vn iñíó¹ òî÷íî n− 2 ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Âïðàâè

1. Ïîêàæiòü, ùî ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið V3, âiäìiííèé âiä ïðîñòîðó ñòàëî¨ êðè-

âèíè, ìîæå äîïóñêàòè ëèøå îäíå åêâiäiñòàíòíå âåêòîðíå ïîëå.

2. Ïîðiâíÿéòå ñèìâîëè Õðèñòîôåëÿ ïðîñòîðiâ
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ds2 = dx1 + ρ(x1)gαβdx
α2
dxβ

2
;

α, β = (2, 3)

òà

ds2 = gγηdx
γ2dxη

2
+ ρ(x1, x2)dx3

2
;

γ, η = (1, 2).

3. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ Åéíøòåéíà, ùî äîïóñêàþòü åêâiäiñòàíòíi âåêòîð-

íi ïîëÿ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ϕαY
α
ijk = 0,

òóò Y α
ijk � òåíçîð êîíöèðêóëÿðíî¨ êðèâèíè.

4. Äîâåäiòü, ùî, ÿêùî åêâiäiñòàíòíèé âåêòîð λi ìà¹ ñòàíó äîâæèíó, òîáòî

λαλ
α = const, òî âií êîâàðiàíòíî ñòàëèé âåêòîð.

5. Äîâåäiòü, ùî â çâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ åêâiäiñòàíòíå âåêòîðíå

ïîëå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

λi, jk − λi, kj = 0.

6. Îá÷èñëiòü òåíçîð Ði÷÷i äëÿ ïðîñòîðó

ds2 = dx1
2

+ ρ(x1)(dx2
2

+ ρ(x2)(dx3
2

+ dx4
2

)).

7. Ñåðåä ïðîñòîðiâ, íàâåäåíèõ â ðîçäiëi 1, çíàéäiòü òi, ùî äîïóñêàþòü åêâiäi-

ñòàíòíå âåêòîðíå ïîëå.
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� 4. Ïiâçâiäíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè Vn

Ïiâçâiäíèì ðîçêëàäîì ìåòðèêè ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn (n > 2) íàçèâà-

þòü ¨¨ ïîäàííÿ ó âèãëÿäi

ds2 = ds21(x
1, x2, . . . , xr) + σ(x1, x2, . . . , xr)ds22(x

r, xr+1, . . . , xn) (4.1)

Òóò ds21 òà ds22 � ñàìîñòiéíi ìåòðèêè, ùî çàëåæàòü âiä ðiçíèõ êîîðäèíàò, à

ôóíêöiÿ çàëåæèòü ëèøå âiä êîîðäèíàò ds21.

Ïðîñòið Vn, ùî äîïóñêà¹ õî÷à á îäèí ïiâçâiäíèé ðîçêëàä íàçèâàþòü ïiâçâiäíèì.

Åêâiäiñòàíòíi ïðîñòîðè, ùî ðîçãëÿäàëèñü â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, ¹ îäíèì

ç òèïiâ ïiâçâiäíèõ ïðîñòîðiâ.

Iíøèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê ïiâçâiäíî¨ ìåòðèêè

ds2 = ds21(x
1, x2, . . . , xn−1) + σ(x1, x2, . . . , xn−1)(dxn)2 (4.2)

öiêàâèé, ÿê óçàãàëüíåííÿ ñòàòè÷íî¨ ìåòðèêè â çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi.

Äëÿ òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn áóâ ïiâçâiäíèì íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî,

ùîá ó íüîìó iñíóâàâ ñèìåòðè÷íèé iäåìïîòåíòíèé òåíçîð, íå ïðîïîðöiéíèé ìåòðè-

÷íîìó, òàêèé, ùî

bαib
α
j = bij, (4.3)

bij,k = uibjk + ujbik (4.4)

Òóò ui = u,i = ∂iu � äåÿêèé ãðàäi¹íòíèé âåêòîð.

Ðiâíÿííÿ (4.3) òà (4.4) íàçèâàþòü òåíçîðíîþ îçíàêîþ ïiâçâiäíèõ ïðîñòîðiâ.

Äèôåðåíöiþþ÷è (4.3) ç óðàõóâàííÿì (4.4), îòðèìà¹ìî

uαb
α
j bik + uαb

α
i bjk = 0 (4.5)

Àëüòåðíóþ÷è çà iíäåêñàìè j, k

uαb
α
j bik − uαbαk bij = 0 (4.6)

Ïåðåïîçíà÷èìî iíäåêñè i òà k

uαb
α
j bki − uαbαi bkj = 0 (4.7)

Äîäàþ÷è (4.7) òà (4.5) ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

uαb
α
j = 0 (4.8)
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Ç îñòàííüîãî áóäåìî ìàòè

uα,ib
α
j = −uαuαbij (4.9)

Óìîâè iíòåãðóâàííÿ (4.4), âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü Ði÷÷i, íàáóäóòü âèãëÿäó

bαiR
α
jkl + bαjR

α
ikl = (ul,i − ului)bjk +

(4.10)

+(ul,j − uluj)bik − (uk,i − ukui)bjl − (uk,j − ukuj)bil

Çãîðòàþ÷è (4.10) òà ïiäñòàâëÿþ÷è (4.8) i (4.9), îòðèìà¹ìî

(ul,i − ului)b = (u α
α, − uαuα)bil +

(4.11)

+bαiR
α
l − bαβR

α β
. il .

Òóò b = bαβg
αβ, u α

α, = uα,βg
αβ, ui = uαg

αi, Rh j
il = Rh

ilβg
αj.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà

Òåîðåìà 6. Âåêòîð ui â òåíçîðíié îçíàöi ïiâçâiäíèõ ïðîñòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

(4.8), (4.9), (4.11).

Êðiì òîãî, çãîðòàþ÷è (4.4) çà iíäåêñàìè i, j, ç óðàõóâàííÿì (4.8) ïåðåêîíà¹ìîñü,

ùî

b,i = 0 (4.12)

Äîìíîæàþ÷è (4.11) íà bij òà çãîðòàþ÷è çà i, ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè 6, îòðèìà-

¹ìî

0 = u α
α, bij + bαiR

α
j − bαβb

γ
iR

α β
γj (4.13)

Ðîçãëÿíåìî ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn ñòàëî¨ êðèâèíè, òîáòî ïðîñòið â ÿêîìó

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Rhijk =
R

n(n− 1)
(ghkgij − ghjgik) (4.14)

Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàíí¹ â (4.13) , ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

u α
α, =

R(b− n)

n(n− 1)
(4.15)

Iíâàðiàíò íàçèâàþòü ïåðøèì äèôåðåíöiàëüíèì ïàðàìåòðîì Áåëüòðàìi i ïîçíà-

÷àþòü ∆1u.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà
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Òåîðåìà 7. Â ïiâçâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ Vn ñòàëî¨ êðèâèíè

∆1u = const (4.16)

Ç óðàõóâàííÿì (4.14), äëÿ ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè (4.12), ìîæíà çàïèñàòè â

âèãëÿäi:

(ul,i − ului)b = (u α
α, − uαuα)bil +

(4.17)

+
R

n
bαi −

R

n(n− 1)
bgil +

R

n(n− 1)
bil

Âèêîíà¹ìî ãðóïóâàííÿ îñòàííüîãî òà (4.15), ùî ïðèâåäå äî

(ul,i − ului)b =

= bil

(
R(b− n)

n(n− 1)
− uαuα +

R

n
+

R

n(n− 1)

)
− (4.18)

− Rb

n(n− 1)
gil

àáî

(ul,i − ului)b =

(4.19)

=

(
Rb

n(n− 1)
− uαuα

)
bil −

Rb

n(n− 1)
gil

Îñêiëüêè b 6= 0, òî

ul,i − ului =

(4.20)

=

(
R

n(n− 1)
− uαu

α

b

)
bil −

R

n(n− 1)
gil

Çàóâàæèìî, ùî â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (4.20) âñi iíâàðiàíòè � êîâàðiàíòíî

ñòàëi, òîìó

ul, ij − ul, jui − ului, j = −2

b
uα, ju

αbil +

(4.21)

+

(
R

n(n− 1)
− uαu

α

b

)
uiblj +

(
R

n(n− 1)
− uαu

α

b

)
ulbij
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Ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi Ði÷÷i

uαR
α
lij =

= ui

(
ul, j +

(
R

n(n− 1)
− uαu

α

b

)
blj

)
−

(4.22)

−uj
(
ul,i +

(
R

n(n− 1)
− uαu

α

b

)
bli

)
−

−2

b
uα, ju

αbil +
2

b
uα, iu

αbjl

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.20) , (4.14) , ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî óìîâè iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü

(4.11) äëÿ ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî.

Àíàëîãi÷íî ìîæëèâî ïåðåêîíàòèñü â òîòîæíîìó âèêîíàííi äëÿ íèõ ðiâíÿíü

(4.10).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè óìîâè iíòåãðóâàííÿ òåíçîðíî¨ îçíà-

êè ïiâçâiäíîñòi âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî, öå äîâîäèòü, ùî âñi ïðîñòîðè ñòàëî¨ êðèâèíè

¹ ïiâçâiäíèìè.

Âïðàâè

.

1. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïiâçâiäíîãî ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó.

2. Çíàéäiòü âèä ôóíêöi¨ ρ(x1, x2), ÿêùî ìåòðèêà ïðîñòîðó Åéíøòåéíà ìà¹ âè-

ãëÿä

ds2 = dx1
2

+ dx2
2

+ ρ(x1, x2)(dx3
2

+ dx4
2
).

3. ßêèé âèãëÿä ìà¹ òåíçîð Ahijk, ÿêùî

bαiA
α
jkl + bαjA

α
ikl = 0,

òóò bij � òåíçîð, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (4.3), (4.4).

4. Äîâåäiòü ùî â ïiâçâiäíèõ ïðîñòîðàõ iñíó¹ òåíçîð aij, òàêèé, ùî

aij,k − aik,j = 0.

5. Äîâåäiòü, ùî â ïiâçâiäíèõ ïðîñòîðàõ iñíó¹ òåíçîð cij, òàêèé, ùî

cij,k + cjk,i + cki,j = 0.
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� 5. Êîíôîðìío-çâiäíi ïñåâäîðiìàíoâi ïðîñòîðè

Êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì íàçèâàþòü âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ

òî÷êàìè ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn òà V̄n òàêó, ùî

ḡij(x) = e2σ(x)gij(x), (5.1)

äå σ � äåÿêà ôóíêöiÿ.

ßêùî σ � ñòàëà, òî âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü ãîìîòåòi¹þ. Äàëi ìè îáìåæèìîñÿ

ðîçãëÿäîì âiäîáðàæåíü âiäìiííèõ âiä ãîìîòåòè÷íèõ. Iç (5.1) îòðèìà¹ìî:

ḡij = e−2σgij (5.2)

Γ̄hij = Γhij + δhi σj + δhj σi − σhgij (5.3)

R̄h
ijk = Rh

ijk + δhkσij − δhj σik + ghα(σαkgij − σαjgik +

(5.4)

+∆1σ(δhkgij − δhj gik)

R̄ij = Rij + (n− 2)σij + (∆2σ + (n− 2)∆1σ)gij (5.5)

R̄ = e−2σ(R + 2(n− 1)∆2σ + (n− 1)(n− 2)∆1σ) (5.6)

Òóò Γ̄hij � ñèìâîëè Õðèñòîôåëÿ äðóãîãî ðîäó, Rh
ijk � òåíçîð Ðiìàíà, δhi � ñèì-

âîëè Êðîíåêåðà, Rij
def
=Rα

ijα; R
def
=Rαβg

αβ � ñêàëÿðíà êðèâèíà, σi ≡
∂σ

∂xi
≡ σ,i;

σh = σαg
αh.

σij = σ,ij − σ, iσ, j (5.7)

∆1σ òà ∆2σ � ïåðøèé òà äðóãèé ïàðàìåòðè Áåëüòðàìi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

∆1σ = gαβσ, ασ, β; ∆2σ = gαβσ,αβ. (5.8)

Îá'¹êòè êîíôîðìíî âiäïîâiäíîãî äàíîìó ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó V̄n áóäåìî

ïîçíà÷àòè ðèñêîþ.

Ðîçãëÿíåìî êîíôîðìíî-çâiäíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè.
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Ïðîñòið Vn íàçèâàþòü êîíôîðìíî-çâiäíèì, ÿêùî éîãî ìåòðèêà â äåÿêié ãîëî-

íîìíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

ds2 = σ2

r∑
k=1

ds2k, (5.9)

äå ds2k âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïðîñòîðó Vmk (m1 + m2 + . . . + mr =

n), r > 1, à σ = σ(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêèé iíâàðiàíò. Äëÿ ïîøóêó òåíçîðíî¨ îçíàêè

êîíôîðìíî-çâiäíèõ ïðîñòîðiâ, ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

Ïåðøèé âèïàäîê, êîëè r = 2, òîáòî

ds2 = σ2(ds21 + ds22), (5.10)

òóò

ds21 = gi1j1(x
1, x2, . . . , xp)dxi1dxj1 (i1, j1 = 1, 2, . . . , p)

(5.11)

ds22 = gi2j2(x
p+1, xp+2, . . . , xn)dxi2dxj2 (i2, j2 = p+ 1, p+ 2, . . . , n)

Öåé âèïàäîê íàçèâàþòü îñíîâíèì òèïîì.

Äëÿ òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið áóâ êîíôîðìíî-çâiäíèì îñíîâíîãî òèïó

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá â íüîìó iñíóâàâ ñèìåòðè÷íèé (íåïðîïîðöiéíèé ìåòðè-

÷íîìó) òåíçîð cij, ùî ðàçîì ç äåÿêèì iíâàðiàíòîì σ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

ciαc
α
j = cij (5.12)

cij,k = −(σicjk + σjcik) + σα(cαi gjk + cαj gik) (5.13)

äå σi = ∂iσ; cij = gαicαj.

Óìîâè iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü (5.13) ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi Ði÷÷i ìàþòü âè-

ãëÿä

ciαR
α
jkl + cjαR

α
ikl = σjkcli − σjlcki + σikclj − σilckj +

+σαl(gikc
α
j + gjkc

α
i )− σαk(gilcαj + gjlc

α
i ) + (5.14)

+∆1σ(gjlcik − gjkcil + gilcjk − gikcjl)
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Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn áóäå êîíôîðìíî-çâiäíèì ñïåöiàëüíîãî òèïó, êîëè

éîãî ìåòðèêà ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

ds2 = σ2(e1dx
12 + gijdx

idxj), (5.15)

äå e1 = ±1, gij = gij(x
2, x3, . . . , xn), i, j = 2, 3, . . . , n.

Äëÿ òîãî, ùîá Vn áóëî êîíôîðìíî-çâiäíèì ñïåöiàëüíîãî òèïó íåîáõiäíî i äîñòà-

òíüî, ùîá â íüîìó iñíóâàëî íåiçîòðîïíå âåêòîðíå ïîëå ci, ÿêå ðàçîì ç iíâàðiàíòîì

σ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

ci, j = −(ciσj + cjσi) + cασαgij, (5.16)

òóò ÿê i ðàíiøå σi = ∂ilnσ; ci = gαicα.

Óìîâè iíòåãðóâàííÿ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

cαR
α
ijk = ckσij − cjσik + cα(gijσαk − gikσαj) +

(5.17)

+∆1σ(cjgik − ckgij)

ßêùî ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn äîïóñêà¹ êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ íà ïëàñêèé

ïðîñòið, òî éîãî íàçèâàþòü êîíôîðìíî-ïëàñêèì.

Òàêèé ïðîñòið õàðàêòåðèçó¹òüñÿ óìîâàìè

Rhijk = Phkgij − Phjgik + Pijghk − Pikghj; (5.18)

Pij,k − Pik,j = 0 (5.19)

òóò

Pij =
1

n− 2

(
Rij −

1

2(n− 1)
Rgij

)
. (5.20)

Óìîâè (5.18) òà (5.19) öå íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ

ïðîñòið Vn áóâ êîíôîðìíî-ïëàñêèì.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâi (5.18) çàäîâîëüíÿþòü âñi òðèâèìiðíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðî-

ñòîðè.

Êîíôîðìíî-ïëàñêi ïðîñòîðè íàëåæàòü äî êëàñó êîíôîðìíî çâiäíèõ ïñåâäîði-

ìàíîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ðîçãëÿíåìî òåíçîðíó îçíàêó êîíôîðìíî¨ çâiäíîñòi äëÿ êîíôîðìíî-ïëàñêèõ

ïðîñòîðiâ, äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî (5.18) â (5.14), îòðèìà¹ìî
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Ω
1
ilgjk− Ω

1
ikgjl+ Ω

1
jlgik− Ω

1
jkgil +

(5.21)

+ Ω
2
ilcjk− Ω

2
ikcjl+ Ω

2
jlcik− Ω

2
jkcil = 0,

òóò

Ω
1
ij = cαiP

α
j − σαicαj + ∆1σcij (5.22)

Ω
2
ij = Pij + σij (5.23)

Àëüòåðíóþ÷è (5.20) çà iíäåêñàìè [j l]

Ω
1
ilgjk− Ω

1
jkgil+ Ω

2
ilcjk− Ω

2
jkcil −

(5.24)

− Ω
1
ijglk+ Ω

1
lkgij− Ω

2
ijclk+ Ω

2
lkcij = 0

Ïåðåïîçíà÷èìî â îñòàííüîìó iíäåêñè i òà l

Ω
1
ligjk− Ω

1
jkgli+ Ω

2
licjk− Ω

2
jkcli −

(5.25)

− Ω
1
ljgik+ Ω

1
ikglj− Ω

2
ljcik+ Ω

2
ikclj = 0

Äîäàìî îòðèìàíå äî (5.21), áóäåìî ìàòè

Ω
1
ilgjk− Ω

1
jkgil+ Ω

2
ilcjk− Ω

2
jkcil = 0 (5.26)

Çãîðòàþ÷è îñòàíí¹, îòðèìà¹ìî

Ω
1
il =

Ω
1

n
gil +

Ω
2

n
cil −

c

n
Ω
2
il = 0, (5.27)

òóò

Ω
1

=Ω
1
αβg

αβ; Ω
2

=Ω
2
αβg

αβ;

(5.28)

c = cαβg
αβ
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Òîäi (5.26) íàáóäå âèãëÿäó

cil

Ω
2

n
gjk− Ω

2
jk

− cjk
Ω

2

n
gil− Ω

2
il

−
(5.29)

− c
n

Ω
2
ilgjk +

c

n
Ω
2
jkgil = 0

Ïåðåòâîðèìî îñòàííié âèðàç

cil

Ω
2

n
gjk− Ω

2
jk

− cjk
Ω

2

n
gil− Ω

2
il

−
− c
n

Ω
2
ilgjk +

c Ω
2

n · n
gilgjk −

c Ω
2

n · n
gilgjk + (5.30)

+
c

n
Ω
2
jkgil −

c Ω
2

n · n
gilgjk +

c Ω
2

n · n
gilgjk = 0

Ãðóïóþ÷è âiäïîâiäíèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî

(
cil −

c

n
gil

)Ω
2

n
gjk− Ω

2
jk

−
(5.31)

−
(
cjk −

c

n
gjk

)Ω
2

n
gil− Ω

2
il

 = 0

Îñêiëüêè cil 6= c
n
gil, òî ìîæíà ïiäiáðàòè òåíçîð ξ

ij òàê, ùî(
cαβ −

c

n
gαβ

)
ξαβ = 1 (5.32)

Äîìíîæóþ÷è (5.31) íà ξil, òà çãîðòàþ÷è çà iíäåêñàìè i òà l, ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

Ω
2
ij =

Ω
2

n
gij (5.33)

Âðàõó¹ìî (5.23) òà (5.7)

Pij + σ,ij − σ,iσ,j =
Ω
2

n
gij (5.34)

Òàêèì ÷èíîì,
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Òåîðåìà 8. Êîíôîðìíî-ïëàñêi êîíôîðìíî çâiäíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè õàðà-

êòåðèçóþòüñÿ óìîâàìè

Rhijk = σhkgij − σhjgik + σijghk −
(5.35)

−σikghj +
2

n
Ω
2

(ghkgij − ghjgik)

Öiêàâèì êëàñîì êîíôîðìíî-ïëàñêèõ êîíôîðìíî çâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðî-

ñòîðiâ ¹ ñóáïðîåêòèâíi ïðîñòîðè. Â äåÿêèõ äæåðåëàõ ¨õ íàçèâàþòü ïðîñòîðàìè

Êàãàíà. Ñóáïðîåêòèâíi ïðîñòîðè Êàãàíà õàðàêòåðèçóþòüñÿ óìîâàìè

Rijkl = Q(v)(gikv,jv,l + gjlv,iv,k − gilv,jv,k − gjkv,iv,l)−
(5.36)

−2S(v)(gilgjk − gikgjl)

Pjk = S(v)gjk +Q(v)v,jv,k (5.37)

Ìåòðèêà ñóáïðîåêòèâíîãî ïðîñòîðó Vn ìîæå áóòè çâåäåíà â äåÿêié ñèñòåìi êî-

îðäèíàò äî îäíîãî ç òðüîõ âèãëÿäiâ

1.

ds2 = e−2σ(x
1)(e1dx

12 + e2dx
22 + . . .+ endx

n2

) (5.38)

2.

ds2 = e−2σ(x)(e1dx
12 + e2dx

22 + . . .+ endx
n2

)

(5.39)

x =
√
e1x1

2 + e2x2
2 + . . .+ enxn

2

3.

ds2 = e−2σ(x
1)(2dx1dx2 + e3dx

32 + . . .+ endx
n2

) (5.40)

Iç áóäîâè ìåòðèêè âèäíî, ùî ñóáïðîåêòèâíi ïðîñòîðè íàëåæàòü äî êîíôîðìíî

çâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ïðè÷îìó ìíîæíèê êîíôîðìíîñòi çàëåæèòü âiä

íåiçîòðîïíî¨ â ïåðøîìó âèïàäêó, à â òðåòüîìó � âiä içîòðîïíî¨ êîîðäèíàòè x1

ïëàñêîãî ïðîñòîðó, ìåòðèêà ÿêîãî íàâåäåíà â äóæêàõ. Â äðóãîìó âèïàäêó öåé

ìíîæíèê çàëåæèòü ëèøå âiä âiääàëi âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

38



Âïðàâè

1. Çà ÿêî¨ óìîâè êîíôîðìíî çâiäíi ïðîñòîðè áóäóòü çâiäíèìè.

2. Ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü (5.12), (5.13) â ïðîñòîðàõ ñòàëî¨ êðè-

âèíè?

3. ×è iñíó¹ çâ'ÿçîê ìiæ êiëüêiñòþ êîâàðiàíòíî ñòàëèõ òåíçîðíèõ ïîëiâ â ïðî-

ñòîði, ÿêîìó êîíôîðìíèé äàíèé êîíôîðìíî çâiäíèé ïðîñòið òà êiëüêiñòþ

ðîçâ'ÿçêiâ â íüîìó ðiâíÿíü (5.12), (5.13)?

4. Ñåðåä ìåòðèê ïðîñòîðiâ, íàâåäåííèõ â � 1, çíàéäiòü ìåòðèêè êîíôîðìíî çâi-

äíèõ ïðîñòîðiâ.

5. Äëÿ çíàéäåíèõ ïðîñòîðiâ ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ (5.12), (5.13).

6. Äîâåäiòü, ùî ñóáïðîåêòèâíi ïðîñòîðè íàëåæàòü äî åêâiäiñòàíòíèõ ïñåâäîði-

ìàíîâèõ ïðîñòîðiâ.
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� 6. Ïñåâäîðiìàíoâi ïðîñòîðè V (K)

ßêùî â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìåòðèêà Vn ìîæå áóòè çàïèñàíà â âèãëÿäi

ds2 =

p∑
α=1

∏ ′

β
|fβ − fα| ds2α, (6.1)

òî ìåòðèêó âèäó (6.1) íàçèâàþòü ìåòðèêîþ Ëåâi-×åâiòè, à ñàì çàïèñ ds2 çàïèñîì

â ôîðìi Ëåâi-×åâiòè.

Ïîÿñíèìî ïîçíà÷åííÿ â îñòàííié ôîðìóëi:

1. êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn ðîçáèòi íà ãðóïè p > 1 ãðóï (xiα), α = 1, . . . , p.

Íàïðèêëàä, ÿêùî p = 2, òî iíäåêñ i1 ïðîáiãà¹ íîìåðà êîîðäèíàò ïåðøî¨ ãðóïè

x1, x2, . . . , xk (k < n), à iíäåêñ i2 � íîìåðè, ùî çàëèøèëèñü k+ 1, k+ 2, . . . , n.

Ïðè öüîìó îäíà àáî äåêiëüêà ãðóï ìîæóòü ñêëàäàòèñü âñüîãî ëèøå ç îäíî¨

êîîðäèíàòè.

2. ôîðìà ds20 äîäàòíüî çíàêîâèçíà÷åíà âiä çìiííèõ x
i
α.

3. ôóíêöiÿ fα çàëåæèòü âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêùî ãðóïà xiα ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíî¨

êîîðäèíàòè, òà fα = const, ÿêùî ãðóïà xiα ñêëàäà¹òüñÿ áiëüøå íiæ ç îäíî¨

êîîðäèíàòè.

4.
∏′

β |fβ − fα| � îçíà÷à¹ äîáóòîê ìíîæíèêiâ |fβ − fα| äëÿ âñiõ β = 1, 2, . . . , p,

êðiì β = α; fβ 6= fα ïðè β 6= α.

Íàïðèêëàä,

ds2 = |f2(x2)− f1(x1)| |f3 − f1(x1)| dx1
2

+

+ |f1(x1)− f2(x2)| |f3 − f2(x2)| dx2
2

+ (6.2)

+ |f1(x1)− f3| |f2(x2)− f3| ds23,

òóò p = 3, i1 = 1, i2 = 3, 4, . . . , n, f3 = const, ds23 � ìåòðè÷íà ôîðìà âiä

çìiííèõ x3, x4, . . . , xn.

Òåíçîðíîþ îçíàêîþ òîãî, ùîá ìåòðèêà ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn äîïóñêàëà çàïèñ

â ôîðìi Ëåâi-×åâiòè ¹ iñíóâàííÿ â íüîìó òåíçîðà aij(= aji 6= cgij) òà ôóíêöi¨

ϕ 6= const òàêèõ, ùî

aij,k = 2ϕ,kgij + ϕ,igjk + ϕ,jgik (6.3)
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Êîìïîíåíòè òåíçîðà aij òà ôóíêöiÿ ϕ âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ

aijdx
idxj =

p∑
α=1

(fα +
n∑
1

fp)Φα (6.4)

Φα =
∏ ′

β
|fβ − fα| ds2α (6.5)

ϕ =
1

2

p∑
1

fβ (6.6)

Ôóáiíi íàçèâàâ ïðè¹äíàíèì ëiíiéíèé åëåìåíò

ds2 =

p∑
α=1

∏ ′

β
|fβ − fα| (dyα)2. (6.7)

Òóò y1, y2, . . . , yp � íîâi çìiííi, ïðè ïåðåõîäi äî ÿêèõ âñi íåîäíîìiðíi çìiííi

ôîðìè Ëåâi-×åâiòè áóëè çàìiíåíi íà îäíîìiðíi. Öå ìîæëèâî çðîáèòü òîìó, ùî

çìiííi ç öèõ ds2α â iíøi ÷ëåíè íå âõîäÿòü: fα = const.

Ïðè¹äíàíà ìåòðèêà ìà¹ ñòàëó êðèâèíó K, ÿêùî

ϕ,ij = −Kaij + Lgij, (6.8)

òóò L � äåÿêà ñòàëà.

Ïðîñòið Vn ç ìåòðèêîþ

ds2 = ds20 +
t∑

α=1

α
σds2α, (6.9)

äå ds20, ds
2
α(α = 1, 2, . . . , t) ñàìîñòiéíi ìåòðèêè, ùî çàëåæàòü êîæíà âiä ñâî¹¨ çìiííî¨,

ïðè÷îìó âñi ds2α � íåîäíîìiðíi,
α
σ � äîäàòíi ôóíêöi¨;

íàçèâàþòü ïðîñòîðîì V (K), ÿêùî ïðè¹äíàíà ìåòðèêà

d
∗
s 2 = ds20 +

t∑
α=1

α
σ(dyq+α)2 (6.10)

ìà¹ ñòàëó êðèâèíó K.

Îçíà÷åííÿ 1. Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè ïñåâäîðiìàíî-

âèõ ïðîñòîðiâ Vn òà V̄n íàçèâà¹òüñÿ ãåîäåçè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî ïðè íié

êîæíà ãåîäåçè÷íà ëiíiÿ Vn ïåðåõîäèòü â ãåîäåçè÷íó ëiíiþ V̄n.

Ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ âiäìiííå âiä ãîìîòåòi¨ íàçèâàþòü íåòðèâiàëüíèì.

Íåîáõiäíèìè è äîñòàòíiìè óìîâàìè òîãî, ùîá çàäàíi ïñåâäîðiìàíîâè ïðîñòîðè

Vn òà V̄n çíàõîäèëèñü â ãåîäåçè÷íié âiäïîâiäíîñòi ¹ âèêîíàííÿ â íèõ óìîâ:

Γ̄hij = Γhij + ϕiδ
h
j + ϕjδ

h
i , (6.11)
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ḡij,k = 2ϕkḡij + ϕiḡjk + ϕj ḡik, (6.12)

äå Γhij (Γ̄hij) � îá'¹êòè çâ'ÿçíîñòi Vn òà V̄n âiäïîâiäíî (îá'¹êòè V̄n ãåîäåçè÷íî âiä-

ïîâiäíîãî äàíîìó áóäåìî ïîçíà÷àòü ðèñêîé), δhi � ñèìâîëè Êðîíåêåðà, êîìà �,� �

çíàê êîâàðèàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ïî çâ'ÿçíîñòi Vn, ϕi � äåÿêèé, ãðàäi¹íòíèé ç íåîáõi-

äíîñòi âåêòîð.

Äëÿ òîãî, ùîá çàäàííå Vn äîïóñêàëî íåòðèâiàëüíå ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá â íüîìó iñíóâàâ ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ ôîðìè îñíîâíèõ

ðiâíÿíü âiäíîñíî òåíçîðà aij = aji 6= cgij òà âåêòîðà λi = λ,i 6= 0.

Ëiíiéíà ôîðìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü ìà¹ âèãëÿä

aij,k = λigjk + λjgik. (6.13)

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (6.12) òà (6.13) åêâiâàëåíòíi. Êîæíå ç íèõ ¹ íåîáõi-

äíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið äîïóñêàâ íåòðèâiàëü-

íå ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ. Àëå (6.12) öå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ, à (6.13) � ëiíiéíå.

Ðiâíÿííÿ (6.3) ìîæå áóòè çâåäåíå äî âèäó (6.13) çàìiíîþ, ïðè öüîìó (6.3) ¹ îçíà-

êîþ ïðåäñòàâëåííÿ â ôîðìi Ëåâi-×åâiòè ëèøå äëÿ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, à (6.13)

öå îçíàêà: äîïóñêà¹ ÷è íå äîïóñêà¹ ïðîñòið íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ

äëÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, áåç îáìåæåíü íà çíàê ìåòðèêè.

Óìîâè iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü (6.13) �

aαiR
α
jkl + aαjR

α
ikl = λligjk + λljgik − λkigjl − λkjgil. (6.14)

Çãîðòàþ÷è, îòðèìà¹ìî

nλi,j = µgij + aiαR
α
j − aαβR

α β
. ij . (6.15)

Âèâ÷àþ÷è óìîâè iíòåãðóâàííÿ îñòàííüîãî, áóäåìî ìàòè

(n− 1)µ,i = 2(n+ 1)λαR
α
i + aαβ(2Rα β

. ij . −R
αβ
. . ,i). (6.16)

Òóò

µ = λα,βg
αβ; Ri

j = Rαjg
αi; Rh k

. ij . = Rh
ijαg

αk;

Rh k
. i , = Rαi,βg

αhgβk; Rhk
. .,i = Rαβ,ig

αhgβk.

Ïðèâåäåíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (6.13), (6.15), (6.16) äà¹ ïðèíöèïîâó ìîæëèâiñòü âiä-

ïîâiñòè íà ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è äîïóñêà¹ äàíèé ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn ãåîäåçè÷íå

âiäîáðàæåííÿ i íà ñêiëüêè ðiçíèõ ïðîñòîðiâ âií éîãî äîïóñêà¹. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî

âèâ÷åííÿ óìîâ iíòåãðóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè òà ¨õ äèôåðåíöiàëüíèõ ïðîäîâæåíü, ùî ¹
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ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ aij, λi òà µ

êîåôiöi¹íòàìè ç ïðîñòîðó Vn. Ïðè âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêàõ (6.13), (6.15), (6.16) ìîæóòü

áóòè íàéäåíi i ðîçâ'ÿçêè (6.12) çà ôîðìóëàìè

aij = e2ϕgαβ ḡαigβj

(6.17)

λi = −e2ϕgαβ ḡαiϕ.β

Ñèñòåìà (6.13), (6.15), (6.16) äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü â òî÷öi xo ∈ Vn

aij(xo) =
o
a
ij

; λi(xo) =
o

λ
i
; µ(xo) =

o
µ (6.18)

ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó, òîìó ìíîæèíà ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàëåæèòü âiä ÷èñëà

ñóòò¹âèõ ïàðàìåòðiâ r. À ñàìå, äëÿ òåíçîðà �
n+ 1

2
· n, äëÿ âåêòîðà n, äëÿ iíâà-

ðiàíòà âiä îäíîãî, ðàçîì

r ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2
(6.19)

Ìíîæèíà ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ V̄n, íà ÿêi äîïóñêà¹ ãåîäåçè÷íå âiäîáðà-

æåííÿ äàíèé ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn, çàëåæèòü âiä r ïàðàìåòðiâ. ×èñëî r Í.Ñ.

Ñèíþêîâ íàçèâàâ ñòåïåíþ ðóõîìîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn âiäíîñíî ãåî-

äåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü. Ìè íàçèâà¹ìî öå ÷èñëî � ñòåïåíþ ìîáiëüíîñòi ïñåâäîði-

ìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Ìàêñèìàëüíó ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi
(n+ 1)(n+ 2)

2
äîïóñêàþòü ïðîñòîðè ñòàëî¨

êðèâèíè i òiëüêè âîíè.

Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà

Òåîðåìà 9. ßêùî ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn áiëüøå

äâîõ, òî âåêòîð λi òà iíâàðiàíò µ çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

λi,j = µgij +Baij (6.20)

µ,i = 2Bλi, (6.21)

äå B � äåÿêà ñòàëà, ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî Vn.

Âðàõîâóþ÷è (6.20), ç ðiâíÿíü (6.17) ìîæíà îòðèìàòè

ϕ,ij − ϕiϕj = B̄ḡij +Bgij. (6.22)

À öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî ðiìàíîâi ïðîñòîðè Vn, ùî ìàþòü ñòåïiíü ìî-

áiëüíîñòi áiëüøå äâîõ, íàëåæàòü äî ïðîñòîðiâ V (K).
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Äîâåäåìî ùå îäíó òåîðåìó, âàæëèâó äëÿ äîñëiäæåííÿ êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ ïà-

ðàìåòðiâ â çàãàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (6.13).

Öèêëþþ÷è (6.13) ïî iíäåêñàì (i k l), îòðèìà¹ìî

aαiR
α
jkl + aαkR

α
jli + aαlR

α
jik = 0. (6.23)

Çãîðòàþ÷è ïî iíäåêñàì j òà k, ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

aαiR
α
l − aαlRα

i = 0, (6.24)

òóò Ri
l = Rαlg

αi.

Òàêèì ÷èíîì,

Òåîðåìà 10. Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.13) aij òà òåíçîð Ði÷÷i ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðî-

ñòîðó Vn çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (6.24).

Äîâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü äî âèâ÷åííÿ

ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ìåòðèêà ÿêèõ äîïóñêà¹

çâåäåííÿ äî ñïåöiàëüíîãî âèäó òà íàâïàêè, ÿê âèä ìåòðèêè âïëèâà¹ íà ìîæëèâiñòü

äîïóùåííÿ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Çâåäåíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðà-

æåííÿ ëèøå â âèïàäêó, êîëè âîíè åêâiäiñòàíòíi.

Åêâiäiñòàíòíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè îñíîâíîãî âèïàäêó çàâæäè äîïóñêàþòü

íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ. Äiéñíî, òåíçîð aij, ïîáóäîâàíèé òàê, ùî

aij =
1
cgij + ψiψj, (6.25)

äå
1
c � äåÿêà ñòàëà, à ψi = ψ,i � âåêòîð, ùî çàäà¹ åêâiäiñòàíòíå âåêòîðíå ïî-

ëå, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿì (6.13), à, çíà÷èòü, ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn äîïóñêà¹

íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ.

Âïðàâè

.

1. ×è äîïóñêàþòü ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè V (K)?

2. Çíàéäiòü òåíçîðíó îçíàêó ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ êîíôîðìíèõ V (K).

3. ßêèé âèä ìà¹ ìåòðèêà ïðîñòîðiâ êîíôîðìíèõ V (K)?

4. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîíôîðìíî-ïëàñêèõ Vn ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (6.13) ¹ êîìáiíà-

öiÿ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà òà òåíçîðà Ði÷÷i.
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� 7. Ãåîäåçè÷íi â ðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ

ßêùî ìåòðè÷íèé òåíçîð gij ¹ äîäàòíîâèçíà÷åíèì (ïñåâäîðiìàíîâèé ïðîñòið ¹

ðiìàíîâèì), òî äëÿ ðåãóëÿðíî¨ êðèâî¨ xi = xi(t), t ∈ [a, b], i = 1, ..., n, ìîæíà âèçíà-

÷èòè ¨¨ äîâæèíó

s =

∫ b

a

√
gij
dxi

dt

dxj

dt
dt.

Íà ðåãóëÿðíié êðèâié ìîæíà óâåñòè ïðèðîäíié ïàðàìåòð s, ùî ¹ äîâæèíîþ

äóãè âiäêëàäåíî¨ âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè íà êðèâié.

Íàãàäà¹ìî, ùî âåêòîðíå (òåíçîðíå) ïîëå ¹ ïàðàëåëüíå âçäîâæ êðèâî¨, ÿêùî

éîãî êîâàðiàíòíà ïîõiäíà çà äîòè÷íèì âåêòîðîì dxi

dt
äîðiâíþ¹ íóëþ â êîæíié òî÷öi

íà êðèâié.

Êðèâà xi = xi(t), t ∈ [a, b], i = 1, ..., n , íàçèâà¹òüñÿ ãåîäåçè÷íîþ, ÿêùî ¨¨ äîòè÷íå

âåêòîðíå ïîëå ïàðàëåëüíå âçäîâæ íå¨. Ç îçíà÷åííÿ ãåîäåçè÷íî¨ ìà¹ìî dxj

dt
(dx

k

dt
),j =

dxj

dt

∂ dx
k

dt

∂xj
+ dxj

dt
Γkij

dxi

dt
= 0, ùî ðiâíîñèëüíå

d2xk

dt2
+ Γkij

dxi

dt

dxj

dt
= 0, k = 1, ..., n. (7.1)

Öÿ ñèñòåìà ¹ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ãåîäåçè÷íî¨ ëiíi¨.

Ëåìà 3. Ó ðiìàíîâîìó ïðîñòîði ïàðàìåòð ãåîäåçè÷íî¨ ïðîïîðöiéíèé ¨¨ ïðèðîäíî-

ìó ïàðàìåòðó (äîâæèíi äóãè).

Îñêiëüêè ñèñòåìà (7.1) ¹ ñèñòåìîþ äèôåðåíiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó,

òî çàäàâøè ïî÷àòêîâi óìîâè xi0 = xi(0), X i
0 = dxi

dt
(0), îòðèìà¹ìî, ùî iñíó¹ ¨¨ ¹äèíèé

ðàçâ'ÿçîê ç öèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ

Òåîðåìà 11. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè xi0 i íàïðÿìêó X i
0 â äåÿêîìó

îêîëi öi¹¨ òî÷êè iñíó¹ ¹äèíà ãåîäåçè÷íà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó â äàíîìó

íàïðÿìêó.

Â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïàðàìåòð íà ãåîäåçè÷íié ¹ ïðèðîäíié, ùî

ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî äîòè÷íèé âåêòîð ¹ îäèíè÷íèì.

Äëÿ äîñèòü ìàëîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà â äàíié òî÷öi ïðîâåäåìî âiäïîâiäíó ãåî-

äåçè÷íó i âiäêëàäåìî íà íié äóãó äîâæèíè ðiâíié ìîäóëþ äîòè÷íîãî âåêòîðà. Åêñ-

ïîíåíöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ, öå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó äîòè÷íîìó âåêòîðó

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êiíåöü òàê ïîáóäîâàíî¨ äóãè. Îñêiëüêè ïî÷àòêîâi óìîâè

ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ìîæíà çàäàòè çà äîïîìîãîþ

äâîõ äîñèòü áëèçüêèõ òî÷îê, òî çâiäñè âèïëèâà¹

Ëåìà 4. Åêñïîíåíöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ¹ äèôåîìîðôiçìîì äåÿêîãî îêîëó íóëüî-

âîãî âåêòîðà â äîòè÷íîìó ïðîñòîði íà äåÿêèé îêië äàíî¨ òî÷êè.
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Ëåìà 5. Äëÿ äàíî¨ òî÷êè p iñíó¹ îêië, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè q iç öüîãî îêîëó

iñíó¹ ¹äèíà ãåîäåçè÷íà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öi òî÷êè i ëåæèòü â äàíîìó îêîëi.

Âàðiàöi¹þ (ç çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè) êðèâî¨ x = x(t), t ∈ [a, b], ó ðiìàíîâîìó

ïðîñòîði M íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ F : [a, b] × [−ε, ε] → M, F (t, 0) = x(t), t ∈
[a, b] äëÿ äåÿêîãî ε > 0. Ïîçíà÷èâøè F (t, τ) = xτ (t), t ∈ [a, b] çíàéäåìî óìîâè,

çà ÿêèõ ôóíêöiîíàë äîâæèíè S(τ) =
∫ b
a

√
gij

dxiτ
dt

dxjτ
dt
dt ïðè τ = 0 íàáóâà¹ ñâîãî

åêñòðåìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ç òåîði¨ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ âiäîìî, ùî ÿêùî ôóí-

êöiîíàë S(τ) =
∫ b
a
Lτ (x,X)dt äîñÿãà¹ ñâîãî åêñòðåìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà äåÿêié

êðèâié (τ = 0), òî âçäîâæ íå¨ âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà

d

dt
(
∂L

∂X i
)− ∂L

∂xi
= 0, i = 1, ..., n,

äå d
dt

( ∂L
∂Xi ) = ∂2L

∂Xi∂Xj
d2xj

dt2
+ ∂2L

∂Xi∂xj
xj|X= dx

dt
. Çàñòîñóâàâøè öå ðiâíÿííÿ äî ôóíêöiî-

íàëó äîâæèíè, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ãåîäåçè÷íèõ ëiíié ç ïðèðîäíiì ïàðàìåòðîì. Ç

öüîãî ìîæíà çðîáèòè òàêi âèñíîâêè:

Òåîðåìà 12. 1. Êîæíà íàéêîðîòøà êðèâà ìiæ äâîìà ôiêñîâàíèìè òî÷êàìè,

ïàðàìåòðåçîâàíà äîâæèíîþ äóãè, ¹ ãåîäåçè÷íîþ.

2. Äîñòàòíüî ìàëèé âiäðiçîê ãåîäåçè÷íî¨ ¹ íàéêîðîòøîþ.

3. Äëÿ äîñèòü áëèçüêèõ òî÷îê iñíó¹ ¹äèíà íàéêîðîòøà, ùî ¨õ ç'¹äíó¹.

Ïðîñòið áóäåìî íàçèâàòè ãåîäåçè÷íî ïîâíèì, ÿêùî êîæíó éîãî ãåîäåçè÷íó ìî-

æíà ïðîäîâæèòè äëÿ âñiõ ïàðàìåòðiâ íà ïðÿìié.

Çàäàìî âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè ðiìàíîâà ìíîãîâèäà ÿê iíôiíóì äîâæèí âñiõ êðè-

âèõ, ùî ç'¹äíóþòü öi äâi òî÷êè. Îòðèìà¹ìî ñòðóêòóðó ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó íà

ðiìàíîâîìó ïðîñòîði. Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 13. (Ðiíîâ,Õîïô) Ìåòðè÷íà ïîâíîòà ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó åêâiâàëåí-

òíà éîãî ãåîäåçè÷íié ïîâíîòi.

Âïðàâè

1. Çíàéäiòü ãåîäåçè÷íi â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

2. Çíàéäiòü ãåîäåçè÷íi íà êðóãîâîìó öèëiíäði.

3. Çíàéäiòü ãåîäåçè÷íi íà ñôåði.

4. Äîâåäiòü, ùî ãåîäåçè÷íà äîâæèíè ìåíøå r, ùî âèõîäèòü ç òî÷êè p ¹ íàéêî-

ðîòøîþ, ÿêùî åêñïîíåíöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ â öié òî÷öi ií'¹êòèâíå íà êóëi

ðàäióñà r.

5. Äîâåäiòü iñíóâàííÿ íàéêîðîòøîþ, ùî ç'¹äíó¹ äâi äàíi òî÷êè, â ãåîäåçè÷íî

ïîâíîìó ðiìàíîâîìó ïðîñòîði.
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