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ПЕРЕДМОВА

Сучасний курс функцiонального аналiзу, що читається для студентiв
спецiальностей "Математика", "Прикладна математика", "Статистика",
"Системний аналiз та керування" та iнших математичних спецiальностей
є одним з найбiльш абстрактних i важких для засвоєння дисциплiн. Разом з
тим елементи функцiонального аналiзу застосовуються в теорiї ймовiрностей
та випадкових процесiв, фiнанасовiй математицi, теорiї диференцiальних
рiвнянь, математичнiй фiзицi, гармонiчному та вейвлет-аналiзi та iнших
дисциплiнах. Тому кожний квалiфiкований математик обов’язково повинен
оволодiти основними поняттями функцiонального аналiзу.

Цi навчальнi завдання є результатом багаторiчного досвiду викладання
функцiонального аналiзу викладачами кафедри математичного аналiзу.
Вони охоплюють теми курса функцiонального аналiзу, що читаються на
механiко-математичного факультетi в VI семестрi.

Кожне заняття передбачає такi елементи:
1) пiдготовку студентами вiдповiдей на контрольнi питання з теми заняття

(цi вiдповiдi повиннi мiстити основний теоретичний матерiал, необхiдний
для виконання запропонованих завдань);

2) розв’язування бiля дошки пiд керiвництвом викладача 3-5 основних
задач, якi в текстi вiдмiченi лiтерою О (у коментарях до розв’язування
викладач звертає увагу на типовi способи i методи розв’язування задач);

3) самостiйне розв’язування студентами 3-5 задач, дещо простiших,
нiж у пунктi 2), i вiдмiчених лiтерою С (у разi необхiдностi викладач надає
студентам вiдповiдну допомогу);

4) виконання студентами домашнього завдання, що складається з обов’язкової
частини (задачi з лiтерою О) та iндивiдуальної (задачi з лiтерою I).

До складу завдань для кожного заняття включенi також додатковi задачi,
що вiдмiченi лiтерою Д. Вони мiстять матерiал пiдвищеної складностi i
можуть пропонуватися студентам, якi успiшно впоралися з основною частиною
завдань.

Бiльшiсть наведених тут задач запозичена з вiдомої навчальної та монографiчної
лiтератури. Студентам, що бажають поглибити свої знання, розв’язуючи
бiльш складнi задачi пропонується в першу чергу:

Збiрник задач з функцiонального аналiзу (роздiли: "Банаховi простори",
"Гiльбертовi простори", "Спряженi простори", "Теорiя операторiв"). – К.:,
ВПЦ "Київський унiверситет", 2004.
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Заняття 1
ЛIНIЙНI НОРМОВАНI ПРОСТОРИ. ЗБIЖНIСТЬ

В ЛIНIЙНИХ НОРМОВАНИХ ПРОСТОРАХ

Контрольнi запитання
1. Означення банахового простору.
2. Означення норм у просторах C([a, b]), Lp(X, λ), 1 ≤ p < +∞,
lp, 1 ≤ p ≤ +∞.
3. Означення лiнiйної оболонки(л.о.), замкненої лiнiйної оболонки (з.л.о.),
тотальної множини.
4. Означення пiдпростору.
5. Теорема про iзоморфiзм скiнченновимiрних ЛНП.
6. Еквiвалентнi норми.

A1
О1. Чи є нормами на вiдповiдних просторах наведенi функцiї:
1) X = C([a, b]), ϕ(x) = max

1
2
(a+b)≤t≤b

|x(t)|;

2) X = C1([a, b]), ϕ(x) = |x(a)|+
b∫
a
|x′(t)|dt;

С1. Знайти норму елемента в заданому просторi:
1) x = (1 + i, 2− 3i, ...) в lp, 1 ≤ p < +∞;
2) x(t) = exp(it) в L3(([0, 1]).
О2. Чи збiгається у просторi lp, 1 ≤ p ≤ +∞ задана послiдовнiсть

елементiв?
1) x(n) = (0, ..., 0, 1

n︸︷︷︸
n

, 0, ...);

2) x(n) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 1
2 , 1

3 , ...);

3) x(n) = (1, 1
2 , ..., 1

n , 0, ...);

С2. Чи збiгаються у просторi Lp(R), 1 ≤ p < +∞ заданi послiдовностi
елементiв:

1) xn(t) = n · χ[0, 1
n2 ](t); 2) xn(t) = 1√

t+ 1
n

· χ[n,+∞)(t)?

О3. Довести, що:
1) система функцiй {1, t, t2, ...} тотальна в C([a, b]) та Lp([a, b]),

1 ≤ p < +∞;
2) система функцiй

{
t2k : k ≥ 0

}
тотальна в C([a, b]) та Lp([a, b]),

1 ≤ p < +∞ при a ≥ 0;
3) Довести щiльнiсть в Lp([a, b]), 1 ≤ p < +∞ множини неперервних

функцiй x таких, що x(a) = x(b) = 0;
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О4. Довести, що простiр C([a, b]) з нормою ||x||1 =
b∫
a
|x(t)|dt не є

банаховим.
О5. Довести, що для довiльного m∈ N множина многочленiв степеня

не вище m є пiдпростором в Lp([−1, 1]), 1 ≤ p < +∞,

С3. Довести, що норми ||x||∞ = max
a≤t≤b

|x(t)| та ||x||p =

(
b∫
a
|x(t)|pdt

) 1
p

,

1 ≤ p < +∞, в C([a, b]) не еквiвалентнi.
Д1.Знайти необхiдну й достатню умову на послiдовнiсть {αn : n ≥ 1} ⊂

[0, +∞), щоб функцiя ϕ(x) =
( ∞∑

k=1

αk|xk|2
)1/2

була нормою на l2.

Д2. Нехай X – лiнiйний метричний простiр з метрикою ρ, яка має
властивостi: (i) {x, y, z} ⊂ X : ρ(x + z, y + z) = ρ(x, y); (ii) ∀x ∈ X
∀λ ∈ C : ρ(0, λx) = |λ|ρ(0, x).

1) Показати, що X – ЛНП з нормою ||x|| = ρ(0, x).
2)∗ Навести приклад метрики на R, що не має жодної з властивостей

(i), (ii).
Д3. Довести, що ЛНП несепарабельний тодi й тiльки тодi, коли в ньому

iснує незлiченна кiлькiсть куль деякого фiксованого радiуса r > 0, що
попарно не перетинаються. (Вказiвка. Застосувати лему Цорна.)

Д4.Довести, що 1) L∞([a, b]) несепарабельний простiр;
2) L∞(T ) або скiнченновимiрний або несепарабельний простiр;
3) C([a, b]) ⊂ L∞([a, b]), причому ||x||∞ = max

t∈[a,b]
|x(t)|, x ∈ C([a, b]),

але C([a, b]) не є скрiзь щiльною множиною в L∞([a, b]);
4) L∞(T ) ⊂ Lp(T ), 1 ≤ p < +∞, причому ||x||∞ = lim

p→+∞ ||x||p,
x ∈ L∞(T ).

Д5. Коли досягається рiвнiсть у нерiвностi: 1) Гельдера; 2) Мiнковського?
Д6. Довести, що простiр BV ([a, b]) функцiй обмеженої варiацiї на [a, b]

з нормою ||x|| = |x(a)|+Var (x, [a, b]) – банахiв. Чи є вiн сепарабельним?

Д7. Нехай x ∈ L1([a, b]). Довести, що lim
h→0+

b−h∫
a
|x(t+h)−x(t)|dt = 0.

Д8. Довести, що ЛНП X банахiв ⇔ будь-який ряд
∞∑

k=1

xk, для якого

∞∑
k=1

||xk|| < +∞, збiгається в X .

Д9. Лiнiйно незалежна система {xα : α ∈ A} елементiв лiнiйного простору
X називається базисом Гамеля, якщо
л.о.{xα : α ∈ A} = X . Довести, що:
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1) у кожному просторi iснує базис Гамеля (Вказiвка. Застосувати лему
Цорна до сукупностi {χA} усiх систем лiнiйно незалежних елементiв в X,
ввiвши на нiй частковий порядок за включенням);

2) кожен елемент простору X однозначно зображується у виглядi лiнiйної
комбiнацiї деяких елементiв з базису Гамеля простору X ;

3)∗ у нескiнченновимiрному банаховому просторi не iснує злiченного
базису Гамеля (Вказiвка. Якщо {en : n ≥ 1} – злiченний базис Гамеля в

банаховому просторi X, Ln :=л.о.({e1, ..., en}), n ≥ 1, то X =
∞⋃

n=1
Ln.

Далi застосувати теорему Бера про категорiї.);
4) у п.3) повнота простору iстотна.

B1
I1. Чи є нормами на вiдповiдних просторах наведенi функцiї:
1) X = C([a, b]), ϕ(x) = max

a≤t≤ 1
2
(a+b)

|x(t)|+ |x(b)|;

2) X = C([a, b]), ϕ(x)=

(
b∫
a

α(t)|x(t)|2dt

) 1
2

, α ∈ C([a, b]), α(t) >

0, t ∈ [a, b];

3) X = C([a, b]), ϕ(x) = max
a≤t≤ 1

2
(a+b)

|x(t)|+
b∫

1
2
(a+b)

|x(t)|dt?

4) X = R3, ϕ(x) = |x1|+ 2|x2|+ 3|x3|;
5) X = R3, ϕ(x) = 4|x1|+ |x3|?
O1 Нехай (T, F, µ) – простiр зi скiнченною мiрою, 1 ≤ p1 < p2 ≤ +∞.

Довести, що:
1) Lp1(T, µ) ⊃ Lp2(T, µ);
2) зi збiжностi послiдовностi в Lp2(T, µ) випливає її збiжнiсть в Lp1(T, µ);
3) простори Lp1(R) та Lp2(R) не вкладаються один в iнший нi при

яких 1 ≤ p1 < p2 ≤ +∞;
4) lp1 ⊂ lp2 .
I2. Чи збiгається у просторi C([0, 1]) задана послiдовнiсть елементiв?

1) xn(t) = e−
t
n ;

2) xn(t) = sin t− sin t
n ;

3) xn(t) = nt√
n2+1

;
4) xn(t) = nte−nt;

5) xn(t) = n ln(1 + t
n);

6) xn(t) = tn − t3n;
7) xn(t) = ϕ(t + 1

n), ϕ ∈ C(R)
– фiксована функцiя;

I3 Послiдовностi з задачi I2 дослiдити на збiжнiсть в Lp([0, 1]),
1 ≤ p < +∞.

I4. Чи збiгається у просторi lp, 1 ≤ p ≤ +∞ задана послiдовнiсть
елементiв?
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1) x(n) = (1, 0, ..., 0, 1
n︸︷︷︸
n

, 0, ...);

2) x(n) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1
n , 1

n+1 , ...);

3) x(n) = (1, 1√
2
, ..., 1√

n
, 0, ...);

4) x(n) = ( 1
n

,..., 1
n︸ ︷︷ ︸

n

, 0, ...);

5) x(n) = ( 1
ln n

,..., 1
ln n︸ ︷︷ ︸

n

, 0, ...);

6) x(n) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...);

7) x(n) = ( 1
n , 1

n−1 , ..., 1
2 , 1, 0, ...);

8) x(n) = ( n
√

1, n
√

2, ..., n
√

n, 0, 0, ...);
9) x(n) = (( 1

2)
n
,( 2

3)
n
,...,( n

n+1)
n

︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, ...).

I5. Чи збiгається у просторi Lp(R), 1 ≤ p < +∞ задана послiдовнiсть
елементiв?

1) xn(t) = 1√
|t|+1

χ[n,2n](t);

2) xn(t) = ne−n|t|;

3) xn(t) = 1− t
n ;

4) xn(t) = (
√

n− n
√

nt)χ[0, 1
n

](t).

I6. Довести, що:
1) система функцiй {1, cosnt, sinnt : n ≥ 1} тотальна в Lp([0, 2π]),

1 ≤ p < +∞;
2) система функцiй

{
eint : n∈ Z

}
тотальна в Lp([0, 2π]);

3) система функцiй
{
eint : n∈ Z

}
тотальна в C([a, b]) тодi й

лише тодi, коли |b− a| < 2π;
4) система функцiй {1, sinnt : n ≥ 1} тотальна в C([a, b]) тодi

й лише тодi, коли |b− a| < π;
5) система функцiй {1, cosnt : n ≥ 1} тотальна в C([a, b]) тодi

й лише тодi, коли |b− a| < π;
6) система елементiв {en = (0, ..., 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, ...) : n ≥ 1}
тотальна в lp, 1 ≤ p < +∞.

I7. Чи є щiльними в Lp([a, b]), 1 ≤ p < +∞ множини:
1) простих функцiй;
2) схiдчастих функцiй;
3) характеристичних функцiй;
4) неперервних функцiй;

5) парних неперервних
функцiй при [a, b] =
[−1, 1];

6) многочленiв;
7) многочленiв з рацiональними коефiцiєнтами;
8) многочленiв з нульовою сумою коефiцiєнтiв;
9) парних многочленiв, якщо a ≥ 0;

10) неперервних функцiй x таких, що x(a) = x(b) = 0;
11) многочленiв вiд (t− a+b

2 )2;
12) многочленiв вiд et.

I8. Чи є пiдпросторами в C([−1, 1]) такi пiдмножини:
8



1) монотоннi функцiї;
2) неспаднi функцiї;
3) парнi функцiї;
4) непарнi функцiї;

5) многочлени;
6) многочлени степеня ≤ m

(m∈ N – фiксоване);
7) кусково-гладкi функцiї;

8) неперервно диференцiйовнi функцiї;
9) неперервнi функцiї обмеженої варiацiї;

10) функцiї x, для яких x(0) = 0;

11) функцiї x, для яких
1∫
−1

x(t)dt = 0;

12) функцiї, що задовольняють умову Лiпшиця.
Примiтка. Кусково-гладкими називають неперервнi функцiї, що мають неперервну
похiдну в усiх точках, крiм скiнченного числа.
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Заняття 2
ГIЛЬБЕРТОВI ПРОСТОРИ

Контрольнi запитання
1. Означення скалярного добутку; його властивостi.
2. Означення гiльбертового простору.
3. Рiвнiсть паралелограма та поляризацiйна тотожнiсть.
3. Ортогональне доповнення множини у гiльбертовому просторi. Теорема
про розклад гiльбертового простору.
4. Означення ортогональної, ортонормованої, повної системи, ортонормованого
базису.

A2

О1. Довести, що в просторi C([0, 1]) норма не породжується скалярним
добутком.

О2. Нехай L i M – деякi ортогональнi множини в гiльбертовому просторi
H, такi, що H = L + M. Довести, що M⊥ = L.

О3. Довести, що множина парних функцiй в L2([−1, 1]) є пiдпростором.
Знайти його ортогональне доповнення.

С1. Нехай L ⊂ H. Довести, що L⊥ = {0} ⇔ L – тотальна в H.
О4. Знайти в L2([0, 1]) ортогональне доповнення до множини:

1) C([0, 1]); 2)
{
tk | k ≥ 0

}
; 3)

{
tk | k ≥ 10

}
;

О5. Знайти в L2([−π, π]) ортогональне доповнення до множин:

1) {sin kt | k ≥ 1} ; 2)
{
eikt | k ≥ 5

}
; 3)

{
t2k | k ≥ 0

}
.

C2. Знайти в l2 ортогональне доповнення до множин:
1){(1, 1, 0, ...)}; 2){ek, 1 ≤ k ≤ n}, n∈ N; 3) {e2k | k∈ N} .
Д1. Розглянемо простiр H := {f : R → C | {x∈ R | f(x) 6= 0} −

не бiльш нiж злiченна множина,
∑

x∈R

|f(x)|2 < +∞}. Довести, що H –

несепарабельний гiльбертiв простiр зi скалярним добутком
(f, g) =

∑
x∈R

f(x)g(x), f, g ∈ H.

Д2. Довести, що система функцiй Хаара {xkn | 1 ≤ k ≤ 2n, n ≥ 0}∪

{x0}, де xkn(t) =





2
n
2 , t ∈ [k−1

2n ,
k− 1

2
2n ),

−2
n
2 , t ∈ [k− 1

2
2n , k

2n ),

0, t ∈ [0, 1]\[k−1
2n , k

2n ],

x0(t) = 1, t ∈ [0, 1], є

ортонормованим базисом у просторi L2([0, 1]).
Д3. Перевiрити ортогональнiсть у H таких систем:
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1) xn(t) =

{
(−1)m, t ∈ [ m

2n , m+1
2n ), m = 0, 1, ..., 2n − 1,

−1, t = 1;
n ≥ 1, – функцiї Радемахера, H = L2([0, 1]);

2) Pn(t) = 1
2nn!

dn

dtn (t2 − 1)n, n ≥ 0 – многочлени Лежандра,
H = L2([−1, 1]);

3) Hn(t) = e
t2

2
dn

dtn e−t2 , n ≥ 0 – функцiї Ермiта, H = L2(R);
4) xn(t) = dn

dtn [(t− a)(t− b)]n, n ≥ 0, H = L2([a, b]);
5) xn(t) = e

t
2

dn

dtn (tne−t), n ≥ 0, – функцiї Лагерра, H =
L2([0, +∞)).

Показати, що системи з у п.п. 2,4 є ортогональними базисами у вiдповiдних
просторах. У п. 1 перевiрити, що функцiя x(t) = x1(t)x2(t) ортогональна
до всiх xn (звiдси випливає, що система з п. 1 не є ортонормованим
базисом).

Д4. Нехай L – лiнiйна оболонка множини
{
eiλt | λ∈ R

}
, в якiй

визначений скалярний добуток (x, y) = lim
T→∞

1
2T

T∫
−T

x(t)y(t)dt, {x, y} ⊂
L. Довести, що:

1) (eiλt, eiµt) = δλµ =

{
1, λ = µ,

0, λ 6= µ,
{λ, µ} ⊂ R;

2) поповнення множини L несепарабельне.
Д5. Нехай M,N – пiдпростори гiльбертового простору H i ∀x ∈ H

∃!x1 ∈ M ∃!x2 ∈ N : x = x1 + x2. Чи правильно, що N = M⊥?
Д6. Нехай {xn : n ≥ 1} – довiльна злiченна система функцiй з L2([a.b]),

c > b. Довести, що функцiї xn можна так продовжити на вiдрiзок [b, c],
щоб отримати ортогональну систему на L2([a, c]).

Д7. Нехай M i N – пiдпростори в гiльбертовому просторi H. Довести, що:
1) не обов’язково M + N – пiдпростiр в H (розглянути випадок H = l2,
N = {(x1, 0, x3, 0, ...) | x ∈ l2} , M =

{
(x1, x1, x3,

x3
3 , x5,

x5
5 , ...) | x ∈ l2

}
i встановити, що M +N скрiзь щiльна в l2, але M +N 6= l2); 2) M +N
– пiдпростiр в H , якщо M⊥N.

Д8. Довести, що система {tn, t ∈ [0, 1] : n ≥ 0} – лiнiйно незалежна,
її замкнена лiнiйна оболонка дорiвнює L2([0, 1]), але вона не є базисом в
L2([0, 1]), тобто не для всiх x ∈ L2([0, 1]) iснують коефiцiєнти {cn : n ≥ 0}
такi, що x(t) =

∞∑
n=0

cntn в L2([0, 1]) (збiжнiсть розумiти, як збiжнiсть в

L2([0, 1])). Чи немає тут суперечностi? Чому?
Д9∗. Довести, що в ЛНП (X, || · ||) можна ввести скалярний добуток

(·, ·), для якого ||x||2 = (x, x), x ∈ X, тодi й тiльки тодi, коли для всiх
{x, y} ⊂ X виконується рiвнiсть паралелограма.
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B2

I1. З’ясувати, чи визначає скалярний добуток в R2 функцiя ϕ : R2×
R2 → R, якщо:

1) ϕ(x, y) = x1 + x2;
2) ϕ(x, y) = x2y2;
3) ϕ(x, y) = 3x1x2 + 2y1y2;

4) ϕ(x, y) = 3x1y1 + 2x2y2;

5) ϕ(x, y) = 3x1y1 − 2x2y2,

де x = (x1, x2)∈ R2, y = (y1, y2)∈ R2.
О1. Нехай p – вимiрна за Лебегом функцiя на (a, b) така, що p(t) > 0

для майже всiх t ∈ (a, b), i L2,p([a, b]) =
{
x | √p x ∈ L2([a, b])

}
.

1) Довести, що L2,p([a, b]) є гiльбертовим простором зi скалярним добутком:

(x, y) =
b∫
a

x(t)y(t)p(t)dt.

2)∗ Довести,що включення L2,p([a, b]) ⊂ L2([a, b]) справджується тодi
й лише тодi, коли ∃ε > 0 : p(t) ≥ ε > 0(modm).

I2. Довести, що в гiльбертовому просторi над числовим полем K
елементи x i y ортогональнi тодi й тiльки тодi, коли:

1) ||x + y||2 = ||x||2 + ||y||2 при K = R;
2) ||λx+µy||2 = ||λx||2+ ||µy||2 для довiльних λ, µ∈ C при K = C.
О2. Нехай {xk : k ≥ 1} – ортогональна система в гiльбертовому

просторi H . Довести, що ряд
∞∑

k=1

xk збiгається в H тодi й лише тодi,

коли
∞∑

k=1

||xk||2 < ∞.

О3. Довести, що в лiнiйних нормованих просторах c0, lp, Lp([a, b]), p 6=
2, норма не породжується скалярним добутком.

I3. Нехай H – гiльбертiв простiр i {xn : n ≥ 1} ⊂ H, {yn : n ≥ 1} ⊂ H,
||xn|| = 1, ||yn|| = 1, n ≥ 1. Довести правильнiсть таких тверджень:

1) (xn, yn) −−−→
n→∞ 1 ⇒ ||xn − yn|| −−−→

n→∞ 0;

2) ||xn + yn|| −−−→
n→∞ 2 ⇒ ||xn − yn|| −−−→

n→∞ 0.

О4. Нехай L = {x ∈ L2(R) | x(t) = 0, t ≥ 0 (modm)} . Довести,
що L пiдпростiр та знайти ортогональне доповнення до L

О5. 1) Довести, що для довiльного M ⊂ H ортогональне доповнення
M⊥ є пiдпростором.

2) Нехай M ⊂ N ⊂ H. Довести, що M⊥ ⊃ N⊥.
3) Довести, що для довiльного M ⊂ H має мiсце M ⊂ (M⊥)⊥.
4) Рiвнiсть M = (M⊥)⊥ має мiсце тодi й лише тодi, коли M – пiдпростiр.
I4. Знайти в l2 ортогональне доповнення до множин:
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1) {(2, 0, 3, 0, 0, ...)};
2) {e2k+1 | k∈ N} .

3)
{
x =

{
αk : k ≥ 0

} | α ∈ [0, 1)
}

;

4)
{

x =
{

1
(n+1)k : k ≥ 0

}
| n∈ N

}
.

I5. Знайти в L2([0, 1]) ортогональне доповнення до множини:
1) P ([0, 1]) усiх многочленiв, що розглядаються на [0, 1];
2)

{
x | x(t) = y(t2), t ∈ [0, 1], y ∈ P ([0, 1])

}
;

3) {x ∈ P ([0, 1]) | x(0) = 0} ;
4)

{
ekt | k ≥ 0

}
;

5)
{
t2k | k ≥ 0

}
;

6)
{
t3k | k ≥ 4

}
.

I6. Знайти в L2([−1, 1]) ортогональне доповнення до множини:

1)
{
tk | k ≥ 13

}
;

2)
{
t2k | k ≥ 0

}
;

3)
{
t2k+1 | k ≥ 0

}
;

4)
{
t2k | k ≥ 7

}
;

5) непарних функцiй.
I7. Знайти в L2([−π, π]) ортогональне доповнення до множин:

1) {cos kt | k ≥ 1} ; 2)
{
e−ikt | k ≥ 3

}
.

I8. У гiльбертовому просторi H знайти вiдстань вiд елемента y ∈ H
до пiдпростору L, якщо:

1) y(t) = et, L = л.о.{1, t, t2}, H = L2([−1, 1]);
2) y(t) = t3, L = л.о.{1, t, t2}, H = L2([0, 1]);
3) y(t) = t, L = л.о.{sin t, cos t}, H = L2([−π, π]);
4) y(t) = sin 3t, L = л.о.{1, cos t, cos 2t}, H = L2([−π, π]);
5) y(t) = 1, L = л.о.{χ[0,2], χ[1,3]}, H = L2([0, 5]);
6) y(t) = χ[4,5], L = л.о.{χ[0,2], χ[1,3]}, H = L2([0, 5]).

I9. 1) Довести, що будь-яка ортонормована система в гiльбертовому
просторi є лiнiйно незалежною.

2) Нехай H – гiльбертiв простiр над полем K, {en : n ≥ 1} ⊂ H –

ортонормована система i x =
∞∑

n=1
xnen, де xn ∈ K, n ≥ 1. Довести, що

xn = (x, en), n ≥ 1.
3) Нехай {en : n ≥ 1} – послiдовнiсть елементiв гiльбертового простору

H така, що
∞∑

n=1
cnen = 0 для деякої послiдовностi {cn : n ≥ 1} ⊂ K.

Чи правильно, що cn = 0, n ≥ 1, якщо: a) {en : n ≥ 1} – ортогональна
система? b) {en : n ≥ 1} – лiнiйно незалежна система?
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4) Нехай M ⊂ H, де H – гiльбертiв простiр. Чи завжди вiрна формула
H = M

⊕
M⊥?

5) Нехай L – одновимiрний пiдпростiр у гiльбертовому просторi H,

a ∈ L, a 6= 0. Довести, що ∀x ∈ H : ρ(x, L⊥) = |(x,a)|
||a|| .

6) Довести, що система функцiй
{
e2πint | n∈ Z

}
утворює ортонормований

базис в L2([0, 1]).
7) Довести, що система функцiй

{
e−int | n∈ Z

}
повна в L2([a, b]) тодi

й тiльки тодi, коли b− a ≤ 2π.
8) Довести, що одинична куля у нескiнченновимiрному гiльбертовому

просторi H мiстить безлiч куль радiуса 1
4 , що попарно не перетинаються.

(Вказiвка: розглянути випадок H = l2). Показати, що в H не iснує ненульової
мiри (аналогiчної мiрi Лебега вRm), визначеної на борельових пiдмножинах
H, iнварiантної вiдносно паралельних перенесень i такої, що набуває скiнченних
значень на обмежених множинах.
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Заняття 3
ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIОНАЛИ

Контрольнi запитання
1. Неперервнi та обмеженi лiнiйнi функцiонали.
2. Означення норми лiнiйного неперервного функцiонала(ЛНФ).
3. Теореми про загальний вигляд ЛНФ у гiльбертовому просторi, Lp(T, µ), lp, 1 ≤
p < +∞.

A3

O1. З’ясувати, чи є наведенi функцiонали в C([0, 2]) лiнiйними, неперервними.
Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайти їх норми за означенням:

1) f(x) = 2x(0)− x(1);
2) f(x) = x(0)− 3x(1) + 2x(2);

3) f(x) =
1∫
0

x(t)dt−
2∫
1

x(t)dt;

4) f(x) =
1∫
0

tx(t)dt− 2x(0).

C1. Завдання О1 для функцiоналiв:
1) f(x) = x(0);
2) f(x) = ||x||.
О2. З’ясувати, чи є наведенi функцiонали лiнiйними, неперервними.

Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайти норми за означенням:

1) X = l1, f(x) =
∞∑

n=1
(−1)nxn;

2) X = l2, f(x) =
∞∑

n=1
|xn|2;

3) X = l1, l2, l∞, f(x) = x1 − 2x2 + (1 + i)x3;

O3. Нехай 1 ≤ p ≤ +∞ фiксоване. Користуючись описом вiдповiдних
спряжених просторiв, довести лiнiйнiсть i неперервнiсть наведених функцiоналiв
та знайти їх норми:

1) X = l1, f(x) =
∞∑

n=1

xn
n ;

2) X = l2, f(x) =
∞∑

n=1

xn√
n(n+1)

;

3) X = lp, 1 ≤ p ≤ +∞, f(x) =
∞∑

n=2

(−i)nxn

2n ;

4) X = Lp([1, 4]), 1 ≤ p ≤ +∞, f(x) =
2∫
1

tx(t)dt−2i
4∫
3

x(t)dt;
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С2. Нехай 1 ≤ p < +∞ фiксоване. При яких α∈ R наведенi
функцiонали належать вiдповiдним спряженим просторам? Знайти норми
цих функцiоналiв.

1) X = lp, f(x) =
∞∑

n=1

xn
nα ;

2) X = Lp([0, 1]), f(x) =
1∫
0

x(t)
tα dt;

Д1. Нехай X – ЛНП, f ∈ X∗. Довести, що:
1) ||f || = sup

||x||≤1
f(x), якщо простiр X дiйсний;

2) ||f || = sup
x∈M,x6=0

|f(x)|
||x|| , де M – скрiзь щiльна множина в X .

Д2. Нехай X – ЛНП, f – лiнiйний функцiонал на X. Довести, що
1) Ker f – лiнiйна множина;
2) якщо z ∈ X\Ker f, то ∀x ∈ X ∃!y ∈ Ker f ∃!λ ∈ K : x = y+λz.
Д3. Лiнiйний функцiонал f : C([a, b]) → R називають невiд’ємним,

якщо для довiльного x ∈ C([a, b]), x(t) ≥ 0, t ∈ [a, b], виконується
нерiвнiсть f(x) ≥ 0. Довести, що невiд’ємний функцiонал неперервний,
причому ||f || = f(x1), де x1(t) = 1, t ∈ [a, b].

Д4. Довести, що лiнiйний функцiонал f в ЛНП X неперервний тодi й
лише тодi, коли його ядро Ker f = {x ∈ X | f(x) = 0} замкнене в X.

Д5. Нехай X – ЛНП над полем K, f – лiнiйний функцiонал на X.
Довести, що кожна з наступних умов рiвносильна неперервностi f :

1) iснує R > 0 таке, що множина f(B(0, R)) обмежена;
2) для будь-якої збiжної до нуля послiдовностi {xn : n ≥ 1} ⊂ X

множина {f(xn) : n ≥ 1} обмежена;
3) для довiльного c∈ R множина {x | f(x) < c}

вiдкрита, якщо K = R;
4) ∃C > 0 : {x | |f(x)| ≤ C} має внутрiшнi точки.

Д6. Нехай X – ЛНП над полем K, f, g ∈ X∗, Ker f ⊂ Ker g.
Довести, що ∃α ∈ K : g = αf.

Д7. Нехай X – ЛНП над полем K, f – ненульовий лiнiйний функцiонал
на X. Довести, що f – вiдкрите вiдображення, тобто образ довiльної
вiдкритої множини в X при вiдображеннi f є вiдкритою множиною в K.

B3

О1. З’ясувати, чи є наведенi функцiонали лiнiйними, неперервними.
Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайти норми за означенням:
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1) X = C([0, 1]), f(x) =
1∫
0

x(t) sign(t− 1
2)dt;

2) X = C([0, 1]), f(x) =
1∫
0

signx(t)dt;

3) X = lp, p = 1; +∞, f(x) =
∞∑

n=1

xn
2n ;

4) X = Lp([0, 2]), f(x) = i
1∫
0

t2x(t)dt−
2∫
1

x(t)dt.

I1. З’ясувати, чи є наведенi функцiонали в C([0, 1]) лiнiйними, неперервними.
Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайти їх норми за означенням:

1) f(x) =
1∫
0

(1− 2t)x(t)dt;

2) f(x) =
1∫
0

x(t) cos πtdt;

3) f(x) =
1∫
0

|x(t)| cosπtdt;

4) f(x) =
1∫
0

x(t)dt− 3x(0)− x(1);

5) f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n

2n x( 1
2n );

6) f(x) =
1∫
0

t3x(t)dt− 4x(1
2);

I2. З’ясувати, чи є наведенi функцiонали лiнiйними, неперервними.
Для лiнiйних неперервних функцiоналiв знайти норми за означенням:

1) X = l1, f(x) =
∞∑

n=1
xnyn,

де y ∈ l∞ – фiксований;

2) X = l2, f(x) =
∞∑

n=1
(−1)n xn

n ;

3) X = l1, f(x) =
∞∑

n=1
(1− (−1)n)n−1

n xn;

4) X = lp, p = 1; +∞, f(x) = sign(x1);
5) X = lp, p = 1; +∞, f(x) = xj , j ∈ N – фiксоване;
6) X = lp, p = 1; +∞, f(x) = xj − xj+1, j ∈ N – фiксоване;
7) X = lp, p = 1; +∞, f(x) = (1 + i)x1 − ix2.

О2. Навести приклад лiнiйного неперервного функцiонала f на C([0, 1]),
для якого: 1) не iснує елемента x0 ∈ C([0, 1]), ||x0|| = 1, такого, що
|f(x0)| = ||f ||; 2) iснує безлiч елементiв x0 ∈ C([0, 1]), ||x0|| = 1, таких,
що f(x0) = ||f ||; 3) iснує єдиний елемент x0 ∈ C([0, 1]), ||x0|| = 1,
такий, що f(x0) = ||f ||.

I3. Користуючись описом вiдповiдних спряжених просторiв, довести
лiнiйнiсть i неперервнiсть наведених функцiоналiв та знайти їх норми:
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1) X = l1, f(x) =
∞∑

n=1
xn arctg n;

2) X = l 7
5
, f(x) =

∞∑
n=1

x3n
7√

k4
;

3) X = lp, f(x) = 2x1 + 4x2;

4) X = lp, f(x) =
∞∑

n=1

xn
2n ;

5) X = L1(R), f(x) =
∫
R

x(t) arctg(t + 1)dt;

6) X = Lp([−1, 3]), f(x) =
2∫
0

etx(t)dt−
3∫
2

x(t)dt;

7) X = Lp(R), f(x) =
∫
R

e−t2x(t)dt;

8) X = L∞([0, +∞)), f(x) =
+∞∫
1

eit

t2
x(t)dt;

9) X = L∞([0, +∞)), f(x) =
+∞∫
0

sin2 t
t2

x(t)dt.

I4. Нехай 1 ≤ p < +∞ фiксоване. При яких α∈ R наведенi
функцiонали належать вiдповiдним спряженим просторам? Знайти норми
цих функцiоналiв.

1) X = lp, f(x) =
∞∑

n=1
xn((n + 1)α − nα);

2) X = Lp([0, +∞)), f(x) =
+∞∫
0

tαe−tx(t)dt;

3) X = Lp([1, +∞)), f(x) =
+∞∫
1

x(t)
tα dt;

4) X = lp, f(x) =
∞∑

n=1
αnxn.
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Заняття 4
СПРЯЖЕНI ПРОСТОРИ. ТЕОРЕМА ГАНА –

БАНАХА.

Контрольнi запитання
1. Теорема про загальний вигляд ЛНФ в C([a, b]).
2. Теорема Гана – Банаха. Її наслiдки.

A4

O1. Користуючись описом спряженого простору довести, що наведенi
функцiонали є лiнiйними неперервними на C([−1, 1]) та знайти їх норми:

1) f(x) = 3x(0)− 2x(−1)− x(1);

2) f(x) = x(0)−
1∫
−1

tx(t)dt;

3) f(x) =
0∫
−1

x(t)dt−
1∫
0

x(t)dt.

С1. Задача О1 для функцiоналiв в просторi C([0, 1]):
1) f(x) = 3x(0)− x(1);

2) f(x) = 2x(0)−
1∫
0

x(t)dt.

О2. Довести, що функцiонал f(x) =
b∫
a

p(t)x(t)dt, x ∈ C([a, b]), є

лiнiйним неперервним функцiоналом i знайти його норму, якщо:
1) p ∈ C([a, b]) – фiксована функцiя;
2)∗ p ∈ L1([a, b]) – фiксована функцiя.
О3. Довести, що l∗1 = l∞.
O4. Нехай G – пiдпростiр гiльбертового простору H i f ∈ G∗. Описати

всi лiнiйнi неперервнi продовження F функцiонала f на H. Якi з них
зберiгають норму?

C2. Нехай X – ЛНП, A – деяка множина iндексiв. Системи
{xα : α ∈ A} ⊂ X, {fα : α ∈ A} ⊂ X∗ називають бiортогональними,
якщо fα(xβ) = δαβ, α, β ∈ A, де δαβ – символ Кронекера
(δαβ = 0, α 6= β, δαα = 1).

Нехай {x1, ..., xn} ⊂ X – лiнiйно незалежна система. Довести, що
iснує бiортогональна до неї система.

С3. Нехай X – ЛНП, {x1, ..., xn} ⊂ X – лiнiйно незалежна система i
c1, ..., cn ∈ R. Довести iснування функцiонала f ∈ X∗ такого, що f(xk) =
ck, k = 1, ..., n.
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Д1. Довести, що c∗0 = l1, причому загальний вигляд лiнiйного неперервного

функцiонала на c0 задається формулою f(x) =
∞∑

n=1
xnan,

x ∈ c0, де a = (a1, ..., an, ...) ∈ l1 – фiксований елемент, ||f || = ||a||1.
Д2. Довести, що c∗ = l1, причому загальний вигляд лiнiйного неперервного

функцiонала на c задається формулою f(x) = a0 lim
n→∞xn+

∞∑
n=1

anxn, x ∈
c, де a = (a0, a1, ..., an, ...) ∈ l1 – фiксований елемент, ||f || = ||a||1.

Д3. Знайти загальний вигляд лiнiйного неперервного функцiонала в
банаховому просторi C1([a, b]).

Д4∗. Нехай X – ЛНП, f ∈ X∗. 1) Довести, що для того, щоб iснував
елемент z0 ∈ B(0, 1) такий, що |f(z0)| = ||f ||, необхiдно, щоб для будь-
якого x0 ∈ X, i достатньо, щоб для деякого x0 ∈ X\Ker f iснував
елемент y0 ∈ Ker f такий, що ρ(x0, Ker f) = ||x0 − y0|| (тобто елемент
найкращого наближення для елемента x0 в Ker f ).

2) За якої умови на функцiонал f для кожного елемента x0 ∈ X iснує
не бiльше одного елемента найкращого наближення в Ker f?

Д5. Довести, що для кожного функцiонала f ∈ (C([a, b]))∗ iснують
невiд’ємнi функцiонали f1 i f2 такi, що f = f1 − f2.

Д6. Довести, що в нескiнченновимiрному ЛНП iснують лiнiйнi розривнi
функцiонали.

Д7. Розглянемо c0 як пiдпростiр простору c. Описати всi лiнiйнi неперервнi
продовження функцiонала f ∈ c∗0 на c. Якi з них зберiгають норму?

Д8. 1) Довести, що iснує функцiонал F ∈ l∗∞ такий, що F (x) =
lim

n→∞xn, x ∈ c; 2) Довести, що включення l1 ⊂ l∗∞ строге.

Д9. Нехай X – ЛНП, A – деяка множина iндексiв. Системи
{xα : α ∈ A} ⊂ X, {fα : α ∈ A} ⊂ X∗ називають бiортогональними,
якщо fα(xβ) = δαβ, α, β ∈ A, де δαβ – символ Кронекера
(δαβ = 0, α 6= β, δαα = 1).

1)∗ За якої умови на лiнiйно незалежну систему {xα : α ∈ A} ⊂ X
iснує бiортогональна до неї система?

2)∗ Нехай {f1, ..., fn} ⊂ X∗ – лiнiйно незалежна система. Довести, що
в X iснує бiортогональна до неї система.

Д10. Нехай X – ЛНП, {xn : n ≥ 1} ⊂ X, {cn : n ≥ 1} ⊂ R,M >
0.
Довести, що для iснування функцiонала f ∈ X∗, який задовольняє умови
f(xn) = cn, n ≥ 1 i ||f || ≤ M, необхiдно i достатньо, щоб для довiльної

скiнченної системи {λ1, ..., λm} ⊂ R виконувалась нерiвнiсть

∣∣∣∣
m∑

k=1

λkck

∣∣∣∣ ≤

M

∣∣∣∣
∣∣∣∣

m∑
k=1

λkxk

∣∣∣∣
∣∣∣∣ .
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B4

O1. Довести, що l1 ⊂ (l∞)∗, тобто що для довiльного елемента a =

(a1, ..., an, ...) ∈ l1 функцiонал fa(x) :=
∞∑

n=1
anxn, x=(x1, ..., xn, ...) ∈ l∞,

є лiнiйним неперервним функцiоналом на l∞ i ||fa|| = ||a||1.
O2. Довести, що L1(T, F, µ) ⊂ (L∞(T, F, µ))∗, тобто що для довiльного

елемента h ∈ L1(T, F, µ) функцiонал f(x) :=
∫
T

h(t)x(t)dµ(t),

x ∈ L∞(T, F, µ), є лiнiйним неперервним функцiоналом на L∞(T, F, µ)
i ||f || = ||h||1.

O3. Користуючись описом вiдповiдних спряжених просторiв, довести
лiнiйнiсть i неперервнiсть наведених функцiоналiв в просторi X :

1) X = C([−1, 1]), f(x) =
1∫
−1

tx(t)dt− x(0);

2) X = C([a, b]), f(x) = x(a+b
2 )−

b∫
a

x(t)dt;

3) X = l2, f(x) =
∞∑

k=1

1
2k (xk + xk+1);

4) X = lp, 1 ≤ p ≤ +∞, f(x) =
∞∑

k=1

xk

3k ;

5) X = Lp([0, 1]), 1 ≤ p ≤ +∞, f(x) =
1
2∫
0

x(t)dt−
1∫
2
3

x(t)dt.

I1. Користуючись описом спряженого простору (C([a, b]))∗, довести, що
наведенi функцiонали є лiнiйними неперервними на C([a, b]) i знайти їх норми:

1) X = C([a, b]), f(x) = 1
2(x(a)− x(b));

2) X = C([0, 2]), f(x) =
1∫
0

tx(t)dt− x(0)− 2x(2);

3) X = C([0, 3]), f(x) =
1∫
0

x(t)dt−
3∫
2

tx(t)dt;

4) X = C([0, 2]), f(x) =
1∫
0

(1− 2t)x(t)dt− x(0) + 2x(2);

5) X = C([0, π]), f(x) =
π∫
0

x(t) cos tdt− 2x(0);

6) X = C([0, π]), f(x) =
π∫
0

x(t)| cos t|dt− 4x(1);
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7) X = C([0, π]), f(x) =
π∫
0

x(t) sin tdt− 5x(π);

8) X = C([−1, 2]), f(x) =
1∫
−1

|t|x(t)dt + 3
2∫
1

x(t)dt− 2x(0);

9) X = C([0, 1]), f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n

n2 x( 1
n);

10) X = C([0, 1]), f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n

2n x(1− 1
n);

11) X = C([a, b]), f(x) =
n∑

k=1

λkx(tk), де t1, ..., tn – набiр рiзних

точок з [a, b], λ1, ..., λn – набiр дiйсних чисел;

12) X = C([0, 1]), f(x) =
1∫
0

x(t2)dt.

I2. Нехай X – ЛНП. 1) Чи може iснувати функцiонал f ∈ X∗, для
якого ∃!x0 ∈ B(0, 1) : a)|f(x0)| = ||f ||? b)f(x0) = ||f ||?

2) Нехай f ∈ X∗. Чи правильно, що: а) якщо x ∈ X, |f(x)| = ||f ||,
то ||x|| = 1? b) якщо x ∈ B(0, 1), |f(x)| = ||f ||, то ||x|| = 1?

3) Нехай f ∈ X∗. Розглянемо твердження: a) ∃x ∈ X, x 6= 0 :
|f(x)| = ||f || · ||x||; b) ∃x ∈ B(0, 1) : |f(x)| = ||f ||; c) ∃x ∈ B(0, 1) :
f(x) = ||f ||. Якi з цих тверджень є еквiвалентними?

4) Нехай X1, X2 – ЛНП такi, що X1 ⊂ X2 i зi збiжностi xn → x в X1

випливає збiжнiсть xn → x в X2. Довести, що X∗
1 ⊃ X∗

2 .
5) В яких ЛНП X iснує функцiонал f ∈ X∗ такий, що:

a) |f(x)| = ||f || · ||x||, x ∈ X? b) Ker f = {0}?
6)Нехай f ∈ X∗\{0}, L := {x ∈ X | f(x) = 1} . Довести, що 1

||f || =
inf
x∈L

||x||.
I3. Нехай G – пiдпростiр гiльбертового простору H i f ∈ G∗. Описати

всi лiнiйнi неперервнi продовження F функцiонала f на H. Якi з них
зберiгають норму?

1) G = {x ∈ H | (x, h) = 0} , f(x) = (x, a), x ∈ G, де a, h ∈ H –
фiксованi елементи.

2) G = {x ∈ H | (x, hi) = 0, 1 ≤ i ≤ n} , f(x) = (x, a), x ∈ G, де
a ∈ H – фiксований елемент, {hi : 1 ≤ i ≤ n}
⊂ H – ортонормована система.

I4. 1) Нехай G =
{

x ∈ C([0, 1]) |
1∫
0

x(t)dt = 0, x(1) = 0
}

. Побудувати

функцiонал f ∈ (C([0, 1]))∗ такий, що f(x) = 0, x ∈ G,
f(x1) = f(x2) = 1, де x1(t) = 1, x2(t) = 1− t, t ∈ [0, 1].
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2) Нехай α > 0 – задане, G := {(x, x) | x∈ R} ⊂ R2, f((x, x)) =
αx, (x, x) ∈ G. Описати всi лiнiйнi продовження F функцiонала f на R2.
Для яких iз цих продовжень ||F || = ||f ||, якщо R2 розглядати з нормою
|| · ||p, 1 ≤ p ≤ +∞? В яких випадках таке продовження єдине?

3) У просторi R3 на пiдпросторi G = {(x1, x2, 0) | x1, x2 ∈ R}
задано функцiонал f(x) = αx1 + βx2, x = (x1, x2, 0) ∈ G, де
α, β ∈ R – фiксованi. Описати всi лiнiйнi продовження F функцiонала
f на R3. Для яких iз цих продовжень ||F || = ||f ||, якщо R3

розглядати з нормою || · ||p, 1 ≤ p ≤ +∞? У яких випадках
продовження, що зберiгає норму, єдине?
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Заняття 5
СЛАБКА ЗБIЖНIСТЬ

Контрольнi запитання
1. Означення сильної, слабкої збiжностi.
2. Критерiї слабкої збiжностi в довiльному ЛНП, у просторах lp, Lp(R),
1 < p < +∞, C([a, b]).
3. Означення рефлексивного простору.

A5

O1. Довести, що послiдовнiсть функцiоналiв {fn : n ≥ 1} ⊂ X∗ є
слабко збiжною, якщо:

1) X = Lp([0, 2π]), 1 < p < +∞, fn(x) =
2π∫
0

x(t) sin2 ntdt;

2) X = C([0, 1]), fn(x) =
√

n
1∫

1− 1√
n

x(t)dt.

С1. Задача О4 для послiдовностi функцiоналiв

fn(x) =

b∫

a

tx(t) exp(int)dt.

в просторi Lp([a, b]).
O2. Дослiдити наведенi послiдовностi на слабку та сильну збiжнiсть у

ЛНП X (для збiжних послiдовностей знайти границi):

1) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = (0, ..., 0,
n

n + 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...);

2) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = (1, 1
2 , ..., 1

n , 0, ...);

3) X = Lp([0, 1]), 1 < p ≤ +∞, xn(t) =

{
n, t ∈ [0, 1

n2 ],

0, t ∈ ( 1
n2 , 1];

4) X = Lp([0, 1]), 1 < p < +∞, xn(t) = sin2 nt, t ∈ [0, 1];
5) X = C([0, 1]), xn(t) = tn − t2n, t ∈ [0, 1];
6) X = C([0, 1]), xn(t) = tn, t ∈ [0, 1];
7) X = Lp(R), 1 < p < +∞, xn(t) = 1

1+(t−n)2
, t ∈ R.
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О3. Нехай H – гiльбертiв простiр, x, xn ∈ H, n ≥ 1. Довести, що:
1) кожна ортонормована послiдовнiсть слабко збiгається до нуля;
2) xn → x за нормою, якщо xn

w−→ x i виконується умова ||xn|| → ||x||.
С2. Нехай X – ЛНП. Множину M ⊂ X називають слабко замкненою,

якщо для кожного x ∈ X з того, що xn
w−→ x, де {xn : n ≥ 1} ⊂ M –

деяка послiдовнiсть, випливає, що x ∈ M. Довести, що: 1) кожна слабко
замкнена множина в X є сильно замкненою; 2) твердження, обернене до
твердження п.1, хибне; 3) пiдпростiр в X є слабко замкненою множиною;

Д1. Дослiдити наведенi послiдовностi {xn : n ≥ 1} на слабку та сильну
збiжнiсть у ЛНП X, якщо:

1) X = L2([0, 1]), xn(t) = sin(nt2);
2) X = L2([0, 1]), xn(t) = sin(net);
3) X = Lp([0, +∞)), 1 < p < +∞, xn(t) = x0(2nt), де

x0(t) = (−1)k, x ∈ [k, k + 1), k∈ N ∪ {0};
4) X = L1(R), xn(t) = χ[n,n+1](t);
5) X = l1, xn = en.

Д2. Сформулювати i довести критерiї слабкої збiжностi
у просторах: 1) c0; 2) c.

Д3. Довести, що скiнченновимiрний ЛНП є рефлексивним.
Д4. Знайти образ ϕ(y) ∈ l∞ елемента y ∈ c при канонiчному вкладеннi

ϕ : c → c∗∗ = l∞.
Д5. Довести нерефлексивнiсть просторiв c i c0.
Д6∗. Довести, що пiдпростiр рефлексивного простору рефлексивний.
Д7∗. Довести, що банахiв простiр X рефлексивний тодi й тiльки тодi,

коли рефлексивним є спряжений до нього простiр X∗.
Д8∗. Нехай X – банахiв простiр, простiр X∗ сепарабельний. Довести,

що простiр X сепарабельний. Чи правильне обернене твердження? Зробити
висновок про нерефлексивнiсть просторiв l1, C([a, b]).

Д9. Довести, що функцiонал F (g) :=
1
2∫
0

dg(t), g ∈ BV0([0, 1]), є

лiнiйним i неперервним на (C([0, 1]))∗. Вивести звiдси нерефлексивнiсть
простору C([0, 1]).

Д10. Довести, що наведенi банаховi простори не повнi вiдносно слабкої
збiжностi: 1) C([0, 1]); 2) c0; 3) c.

Д11∗. (Шур). Довести, що слабка збiжнiсть у просторi l1 рiвносильна
збiжностi за нормою.

25



B5

I1. Довести, що послiдовнiсть функцiоналiв {fn : n ≥ 1} ⊂ X∗ є
слабко збiжною, i з’ясувати, чи збiгається вона сильно (за нормою), якщо:

1) X = L2([0, 1]), fn(x) =
1∫
0

cos 2πntx(t)dt;

2) X = L2([0, 1]), fn(x) =
1∫
0

e2πintx(t)dt;

3) X = C([0, 1]), fn(x) = n

1
n∫
0

(1− 2nt)x(t)dt;

4) X = C([0, 1]), fn(x) = n
1∫
0

x(t)tndt;

5) X = C1([−1, 1]), fn(x) = n
2 (x( 1

n)− x(− 1
n)).

О1. Дослiдити наведенi послiдовностi на слабку та сильну збiжнiсть у
ЛНП X (для збiжних послiдовностей знайти границi):

1) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1, 1
2 , 1

3 , ...);

2) X = Lp([0, 1]), 1 ≤ p < +∞, xn(t) = tn;

3) X = Lp([0, 1]), 1 ≤ p ≤ +∞, xn(t) =

{√
n, t ∈ [0, 1

n)

0, t ∈ [ 1
n , 1],

;

4) xn(t) = tn − t3n;

I2. Дослiдити наведенi послiдовностi на слабку та сильну збiжнiсть у
ЛНП X (для збiжних послiдовностей знайти границi):

1) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1
n+1 , 1

n+2 , ...);

2) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1
n , 1

n+1 , ...);

3) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = ( 1
n , 1

n+1 , ...);
4) X = lp, 1 < p < +∞, x(n) = (1+n

1+n , ..., 1+n
1+kn , ...);

5) X = lp, 1 ≤ p < +∞, x(n) = (1
2 , 2

22 , ..., n
2n , 1

(n+1)2
, 1

(n+2)2
, ...);

6) X = lp, 1 ≤ p < +∞,

x(n) = (1, 0, 1
32 , 0, 1

52 , ..., 0, 1
(2n−1)2

, 1
(2n)2

, 1
(2n+1)2

, ...);

7) X = l∞, x(n) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, ln n, 0, 0, ...);
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8) X = Lp([0, 1]), 1 < p < +∞, xn(t) = eint;
9) X = Lp([0, 1]), 1 < p < +∞, xn(t) = sin(t · ln n);

10) X = Lp([0, 1]), 1 < p < +∞, xn(t) = cos(n2t);
11) X = Lp([0, 1]), 1 < p < +∞, xn(t) = sin(2nt);

12) X = Lp([0, 1]), 1 < p < +∞, xn(t) =

{√
n− n

√
nt, t ∈ [0, 1

n)

0, t ∈ [ 1
n , 1],

;

13) X = Lp([0, 1]), 1 < p ≤ +∞, xn(t) =

{
2n(1− nt), t ∈ [0, 1

n)

0, t ∈ [ 1
n , 1],

;

14) X = Lp([0, 1]), 1 ≤ p < +∞, xn(t) = sin(tn);
15) X = Lp(R), 1 ≤ p ≤ +∞, xn(t) = 4

√
nχ[n,n+ 1

n
](t);

16) X = Lp(R), 1 < p < +∞, xn(t) = χ[n,n+1](t);
17) X = Lp(R), 1 ≤ p ≤ +∞, xn(t) = 1√

n
χ[n,2n](t).

I3. Дослiдити наведенi послiдовностi в C([0, 1]) на слабку та
сильну збiжнiсть:

1) xn(t) = e−
t
n ;

2) xn(t) = e−nt;
3) xn(t) = te−nt;

4) xn(t) = nte−nt;
5) xn(t) = n2t

1+n4t2
;

6) xn(t) = n3t2

1+4n4t4
.

I4. 1) Нехай X – ЛНП, x ∈ X. Довести, що
||x|| = max {|f(x)| | f ∈ X∗, ||f || = 1} .

2) Нехай X – рефлексивний банахiв простiр. Довести, що модуль кожного
лiнiйного неперервного функцiонала досягає на B(0, 1) свого найбiльшого
значення.

3) Нехай H – гiльбертiв простiр, x, xn ∈ H, n ≥ 1. Довести, що:
a) xn

w−→ x тодi й тiльки тодi, коли (xn, a)→(x, a), n →∞, для всiх a ∈ H;
b) якщо xn

w−→ x, yn → y за нормою, то (xn, yn) → (x, y), n → ∞;
c) кожна ортонормована послiдовнiсть слабко збiгається до нуля;
d) xn → x за нормою, якщо xn

w−→ x i виконується одна з таких умов:
а)||xn|| → ||x||; б) lim

n→∞ ||xn|| ≤ ||x||.
4) Нехай H – гiльбертiв простiр. Побудувати приклади послiдовностей

{xn : n ≥ 1} ⊂ H, {yn : n ≥ 1} ⊂ H таких, що: a) xn
w−→ x, yn

w−→ y,

де x, y ∈ H; але (xn, yn) 6→ (x, y). b) xn
w−→ x, yn

w−→ y, де
x, y ∈ H, xn 6→ x, yn 6→ y в H; але (xn, yn) → (x, y).

5) Нехай {xn : n ≥ 1} – ортогональна система в гiльбертовому просторi
H. Довести еквiвалентнiсть таких тверджень: a) ряд

∞∑
n=1

xn збiгається

сильно; b) ряд
∞∑

n=1
xn збiгається слабко; c) ряд

∞∑
n=1

||xn||2 збiгається.
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6) Довести, що коли послiдовнiсть {fn : n ≥ 1} ⊂ X∗, де X – ЛНП,
слабко збiгається до f ∈ X∗ як послiдовнiсть елементiв ЛНП X∗, то вона
слабко збiгається до цього ж елемента i як послiдовнiсть функцiоналiв
на X. Довести, що обернене твердження хибне. (Вказiвка. Розглянути
функцiонали f(x) = 0, fn(x) = xn, c ∈ c0, n∈ N.)
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Заняття 6
ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ОПЕРАТОРИ

Контрольнi запитання
1. Означення лiнiйного оператора.
2. Означення неперервного i обмеженого оператора та їх зв’язок.
3. Означення норми лiнiйного неперервного оператора(ЛНО).

A6

O1. 1) Знайти загальний вигляд лiнiйного оператора A : Cm
1 → Cn

1 i

обчислити його норму. Тут Cm
1 – простiр Cm з нормою ||x||1 :=

m∑
k=1

|xk|.
O2. Нехай {αn : n ≥ 1} – обмежена послiдовнiсть. Довести, що для

довiльного m∈ Z оператор Amx = (α1xm+1, α2xm+2, ..., αkxm+k, ...) в
lp (1 ≤ p ≤ ∞) є лiнiйним i неперервним i знайти його норму.

O3. Нехай X = L2(T, µ), a ∈ L∞(T, µ), µ− σ-скiнченна. Довести,
що оператор множення на a: (Ax)(t) = a(t)x(t) належить до L(X) та
знайти його норму.

С1. Нехай α = α(t) – фiксована функцiя з C([a, b]), оператор
(Ax)(t) := α(t)x(b − t). Довести, що A–лiнiйний неперервний оператор
в C([a, b]) i знайти норму його норму.

С2. Нехай X – банахiв простiр, A ∈ L(X). Чи будуть нормами в X :
1) ||x||1 = ||Ax||? 2) ||x||2 = ||x|| + ||Ax||? Чи буде X у нормi || · ||2
банаховим простором?

О4. 1)Довести лiнiйнiсть i неперервнiсть iнтегрального оператора A з
неперервним ядром K, тобто оператора A : C([a, b]) → C([a, b]), що дiє

за формулою (Ax)(t) =
b∫
a

K(t, s)x(s)ds, t ∈ [a, b], K ∈ C([a, b]2).

2)∗ Довести, що ||A|| = max
t∈[a,b]

b∫
a
|K(t, s)|ds.

O5. Нехай ядро K ∈ C([a, b]2), α < 1. Довести, що iнтегральний

оператор A : C([a, b]) → C([a, b]), де (Ax)(t) =
b∫
a

K(t,s)
|t−s|α x(s)ds,

t ∈ [a, b], – лiнiйний та неперервний.

Д1. Знайти норму оператора вкладення Ax = x, який дiє:
а) з C1([a, b]) в C([a, b]);
б) з Lp([a, b]) в Lq([a, b]), p ≥ q.

Д2. 1) Довести, що ядро KerA будь-якого лiнiйного неперервного
оператора A : X → Y, де X,Y – ЛНП, є пiдпростором в X .
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2) Нехай A : X → Y – лiнiйний оператор, KerA – пiдпростiр в X. Чи
випливає звiдси, що A – обмежений оператор?

3) Навести приклад лiнiйного неперервного оператора A, в якого область
значень: а) замкнена; б) незамкнена.

Д3. Нехай A – лiнiйний оператор у ЛНО X. Довести, що A неперервний
тодi й лише тодi, коли множина {x ∈ X | ||Ax|| < 1} має хоча б одну
внутрiшню точки.

Д4. Нехай A – лiнiйний оператор у банаховому просторi, який переводить
всяку сильно збiжну послiдовнiсть у слабко збiжну. Довести, що A – неперервний.

Д5. 1) Нехай оператор A – це iнтегральний оператор з вимiрним
ядром K, (Ax)(t) =

∫
T

K(t, s)x(s)dµ(s), t ∈ T, x ∈ L2(T, µ) причому

a1 = esssup
t∈T

∫
T

|K(t, s)|dµ(s) < ∞, a2 = esssup
s∈T

∫
T

|K(t, s)|dµ(t) < ∞.

Довести, що оператор A ∈ L(L2(T, µ)) i ||A|| ≤ (a1a2)
1
2 .

2) Нехай ядро K ∈ L∞([a, b]2), α < 1. Довести, що оператор A :

L2([a, b]) → L2([a, b]), де (Ax)(t) =
b∫
a

K(t,s)
|t−s|α x(s)ds, t ∈ [a, b], – лiнiйний

та неперервний.
3) Нехай p ∈ L1(R). Довести, що iнтегральний оператор

A : L2(R) → L2(R), який визначається формулою
(Ax)(t) =

∫
R

p(t − s)x(s)ds, t∈ R, (оператор згортки з функцiєю p)

є лiнiйним i неперервним.

B6

O1. 1) Знайти загальний вигляд лiнiйного оператора A : Cm∞ →
Cn∞ i обчислити його норму. Тут Cm∞ – простiр Cm з нормою ||x||∞ :=
max

1≤k≤m
|xk|.

O2. Знайти норму оператора A : Cm → l2, якщо
Ax = (x1, ..., xm, x1

2 , ..., xm
2 , x1

3 , ..., xm
3 , ...), x = (x1, ...xm)∈ Cm

(у Cm розглядається евклiдова норма).
O3. Нехай a, b ∈ C. Довести, що оператор A : L2(R) → L2(R), що

визначається формулою (Ax)(t) := ax(t) + bx(−t), t ∈ R, є лiнiйним,
неперервним та знайти його норму.

O4. Нехай H – гiльбертiв простiр, G ⊂ H – пiдпростiр, Px =
prG x. Довести, що оператор проектування P є лiнiйним i неперервним.
Знайти норму P.

I1. 1) Довести, що лiнiйний неперервний оператор A : X → Y
залишається неперервним, якщо в X i Y замiнити норми на еквiвалентнi.

2) Довести лiнiйнiсть i неперервнiсть iнтегрального оператора Вольтерри

30



A з неперервним ядром K, тобто A : C([a, b]) → C([a, b]) i визначається

формулою (Ax)(t) =
t∫

a
K(t, s)x(s)ds, t ∈ [a, b], де

K ∈ C(
{
(t, s)∈ R2 | a ≤ s ≤ t, a ≤ t ≤ b

}
).

3) Довести, що в ЛНП X такi умови рiвносильнi: а) || · ||1, || · ||2 –
еквiвалентнi норми на X; б) довiльна послiдовнiсть {xn : n ≥ 1} ⊂ X
збiгається до x ∈ X в (X, || · ||1) тодi й тiльки тодi, коли xn → x в
(X, || · ||2). Вказiвка: Розглянути одиничний оператор I : (X, || · ||1) →
(X, || · ||2).

I2. Довести, що наведенi оператори A : l2 → l2 є лiнiйними, неперервними
i знайти їх норми:

1) Ax = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

, x1, x2, ...);

2) Ax = (xk+1, xk+2, ...);
3) Ax = (x1, 0, x2, 0, x3, 0, ...);
4) Ax = (x1, 0, x3, 0, x5, 0, ...);
5) Ax = (x1,

x2
2 , x3

3 , x4
4 , ...);

6) Ax = (0, x2, 0, x4, 0, x6, ...).
I3. Якi з наведених операторiв лiнiйнi? неперервнi? Для лiнiйних i

неперервних визначити їх норму.
1) X = C([0, 1]), (Ax)(t) = x2(t);
2) X = C([0, 1]), (Ax)(t) = sinx2(t);

3) X = C([0, 1]), (Ax)(t) =
t∫
0

x2(s)ds;

4) X = C([0, 2]), (Ax)(t) =
1∫
0

tx(s)ds;

5) X = C([−1, 1]), (Ax)(t) = (et − 1)x(t);
6) X = L3(R), (Ax)(t) = x(t + 1);
7) X = L4(R), (Ax)(t) = (arctg t)x(t);
8) X = L4(R), (Ax)(t) = arctg(tx(t));
9) X = L2(R), (Ax)(t) = (e−|t|)x(t);

10) X = L1(R), (Ax)(t) = χ[0,4](t)x(t− 1);
11) X = L1(R), (Ax)(t) = 3χ[0,1](t)x(t)− 5χ[3,6](t)x(t− 2).
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Заняття 7
ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ОПЕРАТОРИ

(ПРОДОВЖЕННЯ)
A7

O1. Нехай X, Y – ЛНП, f ∈ X∗, y ∈ Y, Ax = f(x)y, x ∈ X.
Довести, що A ∈ L(X, Y ) i знайти ||A||.

C1. Нехай H – гiльбертiв простiр, y, z ∈ H, Ax = (x, y)z, x ∈ H.
Довести, що A ∈ L(H) i знайти ||A||.

С2. Нехай p, q ∈ C([a, b]) i (Ax)(t) =
b∫
a

p(t)q(s)x(s)ds. Довести, що

A ∈ L(X) та знайти норму ||A||. Розглянути випадки: 1) X = Lp([a, b]);
2) X = C([a, b]).

О2. Оператор A ∈ L(X, Y ) називають скiнченновимiрним, якщо
dim(R(A)) < ∞. Довести, що A – скiнченновимiрний тодi й лише тодi,

коли iснують {f1, ..., fn} ⊂ X∗, {y1, ..., yn} ⊂ Y такi, що Ax =
n∑

k=1

fk(x)yk, x ∈
X.

O3. Нехай {yk | 1 ≤ k ≤ n} i {zk | 1 ≤ k ≤ n} – ортонормованi системи
в гiльбертовому просторi H, {ck | 1 ≤ k ≤ n} ⊂ C. Для оператора Ax =
n∑

k=1

ck(x, yk)zk, x ∈ H, довести, що ||A|| = max
k=1,n

|ck|.
C3. Довести, що наведенi iнтегральнi оператори є лiнiйними, неперервними.

Знайти їх норми.

1) X = C([0, 1]), (Ax)(t) =
1∫
0

tαsβx(s)ds, α ≥ 0, β > −1;

2) X = L2([0, 2π]), (Ax)(t) =
2π∫
0

cos(t− s)x(s)ds;

3) X = C([0, 1]), (Ax)(t) = (2x(0)−
1∫
0

sx(s)ds) cos t;

4) X = L2([0, 1]), (Ax)(t) =
1∫
0

stx(s)ds;

5) X = C([0, 1]), (Ax)(t) =
t∫
0

x(s)ds.

Д1. Довести, що наведений iнтегральний оператор A : C([0, 1]) →
C([0, 1]) є лiнiйним, неперервним, знайти його норму: (Ax)(t) =

1∫
0

sinπ(t−
s)x(s)ds.
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Д2. Довести, що оператор A : C([a, b]) → C([a, b]), де
(Ax)(t) = dx(t)

dt , t ∈ [a, b] з областю визначення D(A) = C1([a, b])
є щiльно визначеним (тобто D(A) = C([a, b])), замкненим (тобто коли
xn → x, n → ∞, у C([a, b]) i {Axn : n ≥ 1} – збiжна в C([a, b]), то
x ∈ D(A) i Axn → Ax, n →∞, у C([a, b])), але не є неперервним.

Д3∗. Нехай X, Y – ЛНП, A : X → Y – лiнiйний оператор, причому
dimR(A) < +∞, а KerA – замкнена множина в X. Довести,
що A ∈ L(X, Y ).

Д4. Нехай A – лiнiйний оператор у ЛНП, який будь-яку сильно збiжну
послiдовнiсть переводить у слабко збiжну. Довести, що A –
обмежений оператор.

Д5. 1) Нехай X = l2. Довести, що простiр L(X) – несепарабельний.
2)∗ Знайти необхiдну i достатню умову на лiнiйний нормований простiр

X, щоб простiр L(X) був сепарабельним.

B7

O1. Довести, що оператор A : C1([a, b]) → C([a, b]), де
(Ax)(t) = dx(t)

dt , t ∈ [a, b] є лiнiйним i неперервним. Знайти його норму.
02. Довести, що оператор множення на вимiрну за Лебегом функцiю

a в Lp([a, b]), 1 ≤ p ≤ +∞ обмежений тодi й лише тодi, коли функцiя a
iстотно обмежена.

I1. Довести, що наведенi оператори є лiнiйними, неперервними та
знайти їх норми.

1) X = C([−1, 1]), (Ax)(t) =
1∫
−1

tsx(s)ds;

2) X = L2([0, 1]), (Ax)(t) =
π∫
0

cos t sin sx(s)ds;

3) X = L2([0, 1]), (Ax)(t) =
1∫
0

tαsβx(s)ds, α > −1
2 , β > −1

2 ;

4) X = L2([0, 2π]), (Ax)(t) =
2π∫
0

sin(t + s)x(s)ds;

5) X = L2([0, π]), (Ax)(t) =
2π∫
0

cos(t + 2s)x(s)ds;

6) X = C([0, 1]), (Ax)(t) = t
1∫
0

x(s)ds− x(0).

I2. 1) Перевiрити, що оператори A,B де (Ax)(t) = tx(t), (Bx)(t) =
t∫
0

x(s)ds, t ∈ [0, 1], є лiнiйними i неперервними в L2([0, 1]), але не є

переставними.
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2) Знайти n-й степiнь оператора A, який визначається формулою

(Ax)(t) =
t∫
0

x(s)ds, t ∈ [0, 1], i дiє в C([0, 1]).

I3. 1) Довести, що ядро KerA будь-якого лiнiйного неперервного
оператора A : X → Y, де X,Y – ЛНП, є пiдпростором в X .

2) Нехай A : X → Y – лiнiйний оператор, KerA – пiдпростiр в X. Чи
випливає звiдси, що A – обмежений оператор?

3) Навести приклад лiнiйного неперервного оператора A, в якого область
значень: а) замкнена; б) незамкнена.

4) Нехай X – банахiв простiр, A ∈ L(X) – такий оператор, що ∃C >
0 : ||Ax|| ≥ C||x||, x ∈ X. Довести, що: а) R(A) – пiдпростiр
в X; б) KerA = {0}.

5) Довести, що оператори Ax = (x2, 0), Bx = (x2, x1), x ∈ R2 є
лiнiйними, неперервними i не комутують;

6) Довести, що оператори Ax = (x2, 0), Bx = (0, x1), x ∈ R2 є
лiнiйними, неперервними i не комутують;

7) Довести, що оператори (Ax)(t) = tx(t), (Bx)(t) =
t∫
0

x(s)ds,

t ∈ [0, 1], є лiнiйними, неперервними в L2([0, 1]) i не комутують.
8) Нехай X – ЛНП, Y – банахiв простiр, лiнiйна множина M ⊂ X є

скрiзь щiльною в X, оператор A ∈ L(M, Y ). Довести, що A допускає
єдине лiнiйне неперервне продовження Ã на X. Бiльше того, ||Ã|| = ||A||.

9) Нехай H – гiльбертiв простiр, A : H → H – лiнiйний оператор.
Довести, що A ∈ L(H) тодi й тiльки тодi, коли ∃C > 0 ∀x, y ∈ H :
|(Ax, y)| ≤ C||x|| · ||y||. Бiльш того, ||A|| = sup

||x||=1,||y||=1
|(Ax, y)|.

34



Заняття 8
РIВНОМIРНА, СИЛЬНА, СЛАБКА ЗБIЖНIСТЬ

ОПЕРАТОРIВ. ПРИНЦИП РIВНОМIРНОЇ
ОБМЕЖЕНОСТI

Контрольнi запитання
1. Означення рiвномiрної, сильної, слабкої збiжностi операторiв.
2. Принцип рiвномiрної обмеженостi.

A8

O1. Дослiдити послiдовнiсть операторiв An : X → X, n ≥ 1, на
рiвномiрну, сильну та слабку збiжнiсть, якщо:

1) X = lp, 1 ≤ p ≤ +∞, Anx =
(

0, ..., 0,
xn

n
,

xn+1

n + 1
, ...,

x2n

2n
, 0, 0, ...

)
;

2) X = lp, 1 ≤ p ≤ +∞, Anx = (x1, ..., xn, 0, 0, ...);
3) X = lp, 1 ≤ p ≤ +∞, Anx = (0, ..., 0, x1︸︷︷︸

n

, 0, 0, ...);

4) X = C([0, 1]), (Anx)(t) =
1∫
0

√
(t− s)2 + 1

n x(s)ds;

5) X = C([0, 1]), (Anx)(t) =
1∫
0

tnx(s)ds;

6) X = L3(R), (Anx)(t) =

{
x(t− n), t ≥ n,

0, t < n;

7) X = L2(R), (Anx)(t) = e−(t−n)2x(t).

O2. Нехай {pn : n ≥ 1} ⊂ C([a, b]) – фiксована послiдовнiсть,
(Anx)(t) := pn(t)x(t), t ∈ [a, b], x ∈ C([a, b]). За яких умов на
послiдовнiсть {pn : n ≥ 1} послiдовнiсть операторiв {An : n ≥ 1} збiгається:
1) рiвномiрно; 2) сильно; 3) слабко? Визначити вигляд граничного оператора.

O3. Нехай X – банахiв простiр i {A,B, An, Bn : n ≥ 1} ⊂ L(X).
Довести, що:

1) An
s−→ A, Bn

s−→ B ⇒ AnBn
s−→ AB;

2) An ⇒ A, Bn ⇒ B ⇒ AnBn ⇒ AB;
3) An

w−→ A, Bn
w−→ B ⇒/ AnBn

w−→ AB.
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О4. Нехай X – ЛНП простiр. Довести, що послiдовнiсть {xn : n ≥ 1}
⊂ X слабко обмежена (тобто для кожного f ∈ X∗ числова послiдовнiсть
{f(xn) : n ≥ 1} обмежена) тодi й тiльки тодi, коли вона обмежена в X.

С1. Нехай X, Y – банаховi простори, {A, An : n ≥ 1} ⊂ L(X, Y ),
An

s−→ A i K – компакт у просторi X. Довести, що {An : n ≥ 1} збiгається
до A рiвномiрно на K.

Д1. Нехай X – простiр C1([0, 1]) з нормою ||x|| := max
t∈[0,1]

|x(t)|,
x ∈ C1([0, 1]). Визначимо оператор An : X → C([0, 1]) формулою
(Anx)(t) = n(x(t + 1

n) − x(t)), t ∈ [0, 1], x ∈ X, n ≥ 1 (якщо t > 1,
то покладемо x(t) := x(1) + x′−(1)(t− 1).) Довести, що:

1) для кожного x ∈ X послiдовнiсть {Anx : n ≥ 1} збiгається за
нормою в C([0, 1]);

2) {||An|| : n ≥ 1} не обмежена;
3) простiр L(X, C([0, 1])) не є повним вiдносно сильної операторної

збiжностi. Як узгоджуються цi твердження з принципом рiвномiрної обмеженостi?
Д2. Нехай X1, X2 -- банаховi простори. 1) Довести, що простiр L(X1, X2)

повний вiдносно сильної збiжностi операторiв, тобто довiльна послiдовнiсть
{An : n ≥ 1} ⊂ L(X1, X2), для якої ∀x ∈ X1 : {Anx : n ≥ 1}
– фундаментальна послiдовнiсть елементiв з X2, сильно збiгається до
деякого оператора A ∈ L(X1, X2); 2) За якої умови на банаховi простори
X1 та X2 простiр L(X1, X2) буде повним вiдносно слабкої збiжностi?

Д3. За яких умов на число α∈ C послiдовнiсть операторiв
An : lp → lp, 1 ≤ p ≤ +∞, Anx = (αnx1, αn−1x2, ..., αxn, 0, 0, ...),
збiгається рiвномiрно, слабко, сильно?

Д4. Знайти необхiднi та достатнi умови на послiдовнiсть {αn : n ≥ 1} ⊂ C,
за яких послiдовнiсть операторiв {An : lp → lp : n ≥ 1} , 1 ≤ p ≤ +∞,
збiгається рiвномiрно, сильно, слабко, якщо:

1) Anx = (αnx1, 0, 0, ...);
2) Anx = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, αnx1, 0, 0, ...);

3) Anx = (α1x1, α2x2, ..., αnxn, 0, 0, ...);
4) Anx = (αnx1, αnx2, ..., αnxn, 0, 0, ...);

Д5. Нехай 1 ≤ p ≤ +∞, q – спряжений iндекс до p. 1) Нехай

послiдовнiсть a = {an : n ≥ 1} така, що ряд
∞∑

n=1
anxn збiгається для

довiльного x ∈ lp. Довести, що a ∈ lq. 2) Нехай вимiрна функцiя h

така, що функцiонал f(x) =
b∫
a

h(t)x(t)dt визначений для кожного x ∈
Lp([a, b]). Довести, що h ∈ Lq([a, b]).
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Д6. Довести, що послiдовнiсть функцiоналiв {fn : n ≥ 1} ⊂ (C([0, 1]))∗,

де fn(x) = 1
n

n−1∑
k=0

x( k
n), x ∈ C([0, 1]), n ≥ 1, ∗-слабко збiжна та знайти

її границю. Чи збiгається вона за нормою?

Д7. Нехай fn(x) :=
n∑

k=1

Ankx(tnk), x ∈ C([a, b]), де a ≤ tn1 ≤
... ≤ tnn ≤ b, n ≥ 1, {Ank | 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1} ⊂ K. Довести, що

fn(x) →
b∫
a

x(t)dt, n → ∞, для всiх x ∈ C([a, b]) тодi й тiльки тодi,

коли: 1) sup
n≥1

n∑
k=1

|Ank| < +∞; 2) fn(p) →
b∫
a

p(t)dx(t), n → ∞ для

кожного многочлена p.
Перевiрити, що умова 1) випливає з умови 2), якщо для всiх n ≥ 1 i

1 ≤ k ≤ n маємо Ank ≥ 0.

Д8. Нехай fn(x) =
b∫
a

x(t)dFn(t), x ∈ C([a, b]), Fn ∈ BV0([a, b]),

n ≥ 0. Довести, що fn
∗−w−−−→ f0 тодi й тiльки тодi, коли

sup
n≥1

V (Fn, [a, b]) < +∞, Fn(t) → F0(t), n →∞ у точках неперервностi

F0, Fn(a) → F0(a), n →∞, i Fn(b) → F0(b), n →∞.

Д9. (Теплiц) Нехай задано нескiнченний набiр чисел
{ank : k ≥ 1, n ≥ 1} ⊂ K. Довести, що для кожної збiжної послiдовностi

x = {xn : n ≥ 1} послiдовнiсть fn(x) :=
∞∑

k=1

ankxk збiгається до границi

послiдовностi x тодi й тiльки тодi, коли виконуються такi умови:
1) ∀k ≥ 1 : lim

n→∞ ank = 0;

2) lim
n→∞

∞∑
k=1

ank = 1;

3) ∃C > 0 ∀n ≥ 1 :
∞∑

k=1

|ank| ≤ C.

B8

O1. Якого вигляду набуває рiвномiрна, сильна та слабка операторнi
збiжностi для операторiв iз L(X,C), де X – лiнiйний нормований простiр,
тобто для лiнiйних неперервних функцiоналiв?

I1. Дослiдити послiдовнiсть операторiв An : lp → lp, n ≥ 1, 1 < p <
+∞ на рiвномiрну, сильну та слабку збiжнiсть, якщо:

1) Anx = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, x1, x2, ...);
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2) Anx = (xn+1, xn+2, ...);
3) Anx = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, xn, 0, 0, ...);

4) Anx = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, xn, xn+1, ...);

5) Anx = (xn, xn−1, x2, ...x1, 0, 0, ...);
6) Anx = (x1

n , x2
n−1 , ..., xn

1 , 0, 0, ...);
7) Anx = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,
√

nx2n, 0, 0, ...);

8) Anx = (
n∑

m=1
xm, 0, 0, ...), p = 1;

9) Anx = (1+n
1+nx1,

1+n
1+2nx2,

1+n
1+3nx3, ...,

1+n
1+n2 xn, 0, 0, ...);

10) Anx = ( n
√

nx1, n
√

nx2, ..., n
√

nxn, ...);
11) Anx = ( n

√
nx1, n

√
nx2, ..., n

√
nxn, 0, 0, ...);

12) Anx = (xn
2n , xn+1

2n+1 , ..., x2n
3n , 0, 0, ...);

13) Anx = (1+n
1+nx1,

1+n
1+2nx2,

1+n
1+3nx3, ...,

1+n
1+knxk, ...);

14) Anx = (1+n
1+nx1,

1+n
1+2nx2,

1+n
1+3nx3, ...,

1+n
1+knxk, 0, 0, ...), де k∈ N

– фiксоване.

I2. Дослiдити послiдовнiсть операторiв An : C([0, 1]) → C([0, 1]) на
рiвномiрну, сильну та слабку збiжнiсть, якщо:

1) (Anx)(t) = tn(1− t)x(t);
2) (Anx)(t) = tnx(t);
3) (Anx)(t) = e−ntx(t);
4) (Anx)(t) = x(t) · sinnt;

5) (Anx)(t) =
1∫
0

(tn + sn)x(s)ds;

6) (Anx)(t) = x(t) · sin t
n ;

7) (Anx)(t) =
1∫
0

(t+s)n

3 x(s)ds;

8) (Anx)(t) =
1∫
0

(t+s)n

3n x(s)ds;

9) (Anx)(t) =
t∫
0

(
n∑

k=0

(−1)ks2k+1

(2k+1)!

)
x(s)ds;

10)∗ (Anx)(t) = x
(
t1+ 1

n

)
;

11) (Anx)(t) = (t10n − t2n)x(t);

12) (Anx)(t) = t
1∫
0

x
(
sinn π

2 s
)
ds;

13) (Anx)(t) = t
1∫
0

x(s) sinn π
2 sds;

14) (Anx)(t) =
1∫
0

t 1+(2s)n

1+(2s)2n x(s)ds;

15) (Anx)(t) = ln(1+nt)
1+nt x(t);

16) (Anx)(t) = ln(1+t)
1+nt x(t);

17) (Anx)(t) =
1∫
0

t2 ln(1+ns)
1+ns x(s)ds;
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18) (Anx)(t) =
tn

2n∫
0

x(s)ds; 19) (Anx)(t) =
tn∫
0

x(s)ds;

20) (Anx)(t) = (1− t)n
tn∫
0

x(s)ds;

21) (Anx)(t) = n
t+ 1

n∫
t

x(s)ds, де x(s) := x(1), s > 1.

I3. Дослiдити послiдовнiсть операторiв An : Lp(T ) → Lp(T ), 1 <
p < +∞ на рiвномiрну, сильну та слабку збiжнiсть, якщо:

1) T = R, (Anx)(t) = x(t + n);

2) T = R, (Anx)(t) =

{
x(t), t ≥ n,

0, t < n;
3) T = R, (Anx)(t) = 1

1+|t−n|x(t);

4) T = [0, 1], (Anx)(t) = tn
1∫
0

snx(s)ds;

5) T = [0, 1], (Anx)(t) = x(t) cosnt, p = 2;
6) T = [0, 1], (Anx)(t) = x(t) cos ent, p = 2;
7) T = [0, 1], (Anx)(t) = x(t) cosnet, p = 2;
8)∗ T = [0, 1], (Anx)(t) = x(t) cos ent, p = 2;
9) T = R, (Anx)(t) = x(t) · χ[ln n,2 ln n](t);

10) T = [0, 1], (Anx)(t) = n
√

tx(t), p = 1;

11) T = [0, 1], (Anx)(t) =
1∫
0

t2(sn − s2n)x(s)ds.

О2. В Lp(R), 1 ≤ p < +∞, при фiксованому s∈ R визначимо
оператор зсуву за правилом (Asx)(t) := x(t+s), t∈ R, x ∈ Lp(R), s∈ R.

Нехай sn → s, n → ∞. Довести, що Asn

s−→ As, але, узагалi кажучи,
Asn ⇒/ As.

I4. Нехай X – банахiв простiр, {x, xn : n ≥ 1} ⊂ X,
{A,An : n ≥ 1} ⊂ L(X). Довести, що:

1) An
s−→ A, xn → x ⇒ Anxn → Ax;

2) xn
w−→ x, An ⇒ A ⇒ Anxn

w−→ Ax;
3) An

w−→ A, xn → x ⇒ Anxn
w−→ Ax;

4) xn
w−→ x ⇒ Axn

w−→ Ax;
5)∗ An

s−→ A, xn
w−→ x ⇒/ Anxn

w−→ Ax.
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I5∗. Зробити I1 при p = 1 (пп 1-14) та при p = +∞ (пп 2,5,7,9,10,12-
14).

О3. Нехай X – банахiв простiр, A ∈ L(X). Довести, що ряд
∞∑

n=0
An

збiгається в L(X) тодi й тiльки тодi, коли для деякого k∈ N виконується
нерiвнiсть ||Ak|| < 1.
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