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4 Ïåðåäìîâà

Ïåðåäìîâà
Äàíèé ïîñiáíèê ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñòóäåíòiâ ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëü-

òåòiâ óíiâåðñèòåòiâ, à òàêîæ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé iíøèìè íàâ÷àëü-
íèìè çàêëàäàìè, ó ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ äèñöèïëiíà ¾Äèôåðåíöiàëüíà ãåî-
ìåòðiÿ¿. Âií ìiñòèòü çàäà÷i ç òèõ ðîçäiëiâ, ÿêi âõîäÿòü äî òèïîâî¨ ïðî-
ãðàìè ç äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ âèâ÷à¹ âëàñòèâîñòi ëiíié i ïîâåðõîíü â
îêîëi êîæíî¨ òî÷êè. Äàíèé ïîñiáíèê ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ïîâåðõîíü
òà êðèâèõ íà ïîâåðõíÿõ. Âèâ÷åííÿ öi¹¨ òåìè ðîçáèòî íà äåâ'ÿòü ïðà-
êòè÷íèõ çàíÿòü. Äëÿ çðó÷íîñòi ïåðåä ïðàêòè÷íèìè çàíÿòòÿìè íàâåäåíî
êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi, â ÿêèõ ñòóäåíò ëåãêî ìîæå çíàéòè óñi íå-
îáõiäíi ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íàâåäåíèõ íèæ÷å çàâäàíü. Ïiñëÿ êî-
æíîãî ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ íàâåäåíî äîìàøí¹ çàâäàííÿ, ÿêå ìiñòèòü
çàâäàííÿ àíàëîãi÷íi äî àóäèòîðíèõ. Öi çàâäàííÿ ñòóäåíò ïîâèíåí îïðà-
öüîâóâàòè ñàìîñòiéíî äëÿ çàêðiïëåííÿ âèâ÷åíîãî ìàòåðiàëó.

Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ðîçäiëiâ: ¾Ïîâåðõíi¿, ¾Ëiíi¨ íà ïîâåðõ-
íÿõ¿. Êîæåí ðîçäië ðîçáèòî íà äåêiëüêà ïiäðîçäiëiâ. Íàâ÷àëüíèé ïîñi-
áíèê ìiñòèòü ïîíàä 140 çàâäàíü ðiçíî¨ ñêëàäíîñòi, äî ïåðåâàæíî¨ áiëü-
øîñòi ÿêèõ íàâåäåíî âiäïîâiäi òà âêàçiâêè, ùî äîçâîëÿ¹ çàáåçïå÷èòè
îòðèìàííÿ íåîáõiäíèõ çíàíü ç êîæíî¨ íàâåäåíî¨ òåìè.
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1. ÏÎÂÅÐÕÍI
1.1. Ïîâåðõíi òà ¨õ ïàðàìåòðèçàöi¨. Äîòè÷íà ïîâåðõíÿ i

íîðìàëü ïîâåðõíi.
Ïîâåðõíþ Φ ìîæíà çàäàâàòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè:
1. âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

−→r = −→r (u, v);

2. ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi:

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v);

3. ðiâíÿííÿì â ñèìåòðè÷íié ôîðìi: F (x, y, z) = 0;

4. ðiâíÿííÿì â íåñèìåòðè÷íîìó âèãëÿäi: z = f(x, y).

Äëÿ êîæíîãî òèïó ðiâíÿíü, ÿêi çàäàþòü ïîâåðõíþ, ìîæíà çàïèñàòè ðiâ-
íÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè:

(
−→
R −−→r ,−→r u,−→r v) = 0;

∣∣∣∣∣∣

X − x Y − y Z − z
xu yu zu

xv yv zv

∣∣∣∣∣∣
= 0;

Fx(X − x) + Fy(Y − y) + Fz(Z − z) = 0.

Ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P ∈ Φ ïåðïåíäèêóëÿðíî äî äîòè÷íî¨
ïëîùèíè â öié òî÷öi, íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëëþ äî ïîâåðõíi. Îäèíè÷íèé âåêòîð
íîðìàëi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ :

−→m = ± [−→r u,−→r v]

|[−→r u,−→r v]| .

Ðiâíÿííÿ íîðìàëi
X − x

yuzv − zuyv
=

Y − y

zuxv − xuzv
=

Z − z

xuyv − yuxv

àáî
X − x

Fx
=

Y − y

Fy
=

Z − z

Fz
.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 1.

1. Ñêëàñòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà, ãiïåðáîëî¨äiâ i åëiïòè-
÷íîãî ïàðàáîëî¨äà.

2. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà i ãiïåðáîëi÷íî-
ãî ïàðàáîëî¨äà, âçÿâøè çà êîîðäèíàòíi ëiíi¨ éîãî ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi.

3. Êîëî (x− a)2 + z2 = r2, y = 0(a > r) îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi OZ.
Ñêëàñòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ (òîðà).

4. Êðèâà
x =

{
1− e−

1
z2 ïðè z 6= 0 ,

1 ïðè z = 0, y = 0,

îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi OZ. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ îòðèìàíî¨ ïîâåðõíi
îáåðòàííÿ.

5. Ñêëàñòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ öèëiíäðà ç íàïðÿìíîþ x2 + y2 =
= a2, z = 0 i òâiðíèìè ïàðàëåëüíèìè äî îñi OZ.

6. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi ç íàïðÿìíîþ x2 +2y2 =
= z, x−y+z−2 = 0 i òâiðíèìè ïàðàëåëüíèìè äî âåêòîðà −→u = {1,−1, 2}.

7. ×è áóäóòü ðiâíÿííÿ −→r = {u cos v, u sin v, u2} i −→r =
= { u

u2+v2 , v
u2+v2 , 1

u2+v2 } çàäàâàòè îäíó i òó ñàìó ïîâåðõíþ?
8. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ äîòè÷íèìè äî ëiíi¨ y2 =

= x, x2 = z.
9. Êîëî ðàäióñà a ïåðåìiùó¹òüñÿ òàê ùî éîãî öåíòð ðóõà¹òüñÿ ïî çà-

äàíié ëiíi¨ −→ρ = −→ρ (s), à ïëîùèíà, â ÿêié âîíî ðîçòàøîâàíå, ¹ â êîæíèé
ìîìåíò íîðìàëüíîþ ïëîùèíîþ äî çàäàíî¨ ëiíi¨. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïî-
âåðõíi, ÿêó îïèñó¹ êîëî.

10. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ áiíîðìàëÿìè äî ëiíi¨ −→r =
= {et, e−t, t

√
2}.

11. Ïðÿìà ðóõà¹òüñÿ ïîñòóïàëüíî ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ, ïåðåòè-
íàþ÷è iíøó ïðÿìó ïiä ïðÿìèì êóòîì, i îäíî÷àñíî îáåðòà¹òüñÿ ðiâíîìið-
íî íàâêîëî öi¹¨ ïðÿìî¨. Îòðèìàíà òàêèì øëÿõîì ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ
ïðÿìèì ãåëiêî¨äîì. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìîãî ãåëiêî¨äà. Ç ÿêèõ ëiíié
ñêëàäà¹òüñÿ êîîðäèíàòíà ñiòêà íà ïðÿìîìó ãåëiêî¨äi?

12. Ãåëiêî¨äîì çàãàëüíîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, óòâîðåíà
äåÿêîþ ëiíi¹þ, ÿêà îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi i îäíî÷àñíî ðóõà¹òüñÿ â íà-
ïðÿìêó öi¹¨ îñi, ïðè÷îìó øâèäêîñòi öèõ ðóõiâ ïðîïîðöiéíi. Ñêëàñòè ðiâ-
íÿííÿ ãåëiêî¨äà çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

13. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ öèëiíäðà, îïèñàíîãî íàâêîëî äâîõ ñôåð

x2 + y2 + (z − 1)2 = 25, (x− 1)2 + (y − 2)2 + z2 = 25.
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Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

14. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ òîðà îòðèìàíîãî îáåðòàííÿì êîëà y2 + z2 −
− 10z + 24 = 0, x = 0 íàâêîëî îñi OY .

15. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà îáåðòàííÿì ïðÿìî¨ x =
= az, y = 0 íàâêîëî îñi OZ.

16. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ −→r = {a(u + 1
u ), b(u − 1

u ), v} çàäà¹ öèëií-
äðè÷íó ïîâåðõíþ.

17. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà äîòè÷íèìè äî äàíî¨
ëiíi¨ −→ρ = −→ρ (u).

18. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi óòâîðåíî¨ áiíîðìàëÿìè äî ãâèíòîâî¨
ëiíi¨.

19. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi óòâîðåíî¨ ãîëîâíèìè íîðìàëÿìè äî
ãâèíòîâî¨ ëiíi¨.

20. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ êîíóñà ç âåðøèíîþ â òî÷öi P (4,−1, 3), òâiðíi
ÿêîãî äîòèêàþòüñÿ äî åëiïñî¨äà x2 + 2y2 + 4z2 = 1.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 2.

21. Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè i íîðìàëi äî íàñòóïíèõ
ïîâåðõîíü â çàäàíèõ òî÷êà:

à) z = x3 + y3 â òî÷öi M(1, 2, 9);
á) x2 + y2 + z2 = 169 â òî÷öi M(3, 4, 12).
22. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî ñôåðè ðàäióñà a, öåíòð

ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò, â òî÷öi (0, 0, a).
23. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî ïñåâäîñôåðè

x = a sin u cos v, y = a sin u sin v, z = a ln tg
u

2
+ a cos u

â äîâiëüíié òî÷öi i çíàéòè îðò íîðìàëi.
24. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ïîâåðõíi xy2 + z2 = 8 â

òî÷öi (1, 2, 2). Âèçíà÷èòè îðò íîðìàëi â öié òî÷öi.
25. Äîâåñòè, ùî ïîâåðõíi

x2 + y2 + z2 = αx, x2 + y2 + z2 = βy,

x2 + y2 + z2 = γz
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ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi.
26. Äîâåñòè, ùî íîðìàëü ïîâåðõíi îáåðòàííÿ ïåðåòèíà¹ âiñü îáåðòà-

ííÿ.
27. Äîâåñòè, ùî âñi äîòè÷íi ïëîùèíè ïîâåðõíi z = xϕ( y

x ) ïðîõîäÿòü
÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

28. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè i íîðìàëi ïîâåðõíi, óòâîðå-
íî¨ áiíîðìàëÿìè êðèâî¨ −→ρ = −→ρ (s).

29. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà ãîëîâíèìè íîðìàëÿ-
ìè ëiíi¨ γ. Äîâåñòè, ùî â òî÷êàõ ëiíi¨ γ äîòè÷íà ïëîùèíà äî ïîâåðõíi
ñïiâïàäà¹ ç ñòè÷íîþ ïëîùèíîþ ëiíi¨ γ.

30. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè òîðà x = (3 +
+ 2 cos u) cos v, y = (3 + 2 cos u) sin v, z = 2 sin u, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïëî-
ùèíè x + y +

√
2z + 5 = 0.

31. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi ïîâåðõíi z = x4 − 2xy3 â òî÷öi
M(0,−1, 0).

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

32. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè â äîâiëüíié òî÷öi ïðÿìîãî
ãåëiêî¨äà, çàäàíîãî ðiâíÿííÿì −→r = {u cos v, u sin, hv}.

33. Âèçíà÷èòè îðò íîðìàëi ïðÿìîãî ãåëiêî¨äà−→r = {u cos v, u sin, hv}.
34. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè i íîðìàëi ïîâåðõíi, óòâîðå-

íî¨ ãîëîâíèìè íîðìàëÿìè êðèâî¨ −→ρ = −→ρ (s).
35. Ïîâåðõíÿ óòâîðåíà áiíîðìàëÿìè ëiíi¨ γ. Äîâåñòè, ùî â òî÷êàõ

ëiíi¨ γ äîòè÷íà ïëîùèíà äî ïîâåðõíi ñïiâïàäà¹ çi ñïðÿìíîþ ïëîùèíîþ
ëiíi¨ γ, à íîðìàëëþ äî ïîâåðõíi ¹ ãîëîâíà íîðìàëü ëiíi¨ γ.

36. Çíàéòè òî÷êè íà òîði
−→ρ = {(R + r cosu) cos v, (R + r cosu) sin v, r sin u},

â ÿêèõ éîãî íîðìàëü ïàðàëåëüíà äî âåêòîðà −→a = (l,m, n).
37. Çíàéòè äîòè÷íi ïëîùèíè ïîâåðõíi z = x4 − 2xy3, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíi äî âåêòîðà −→a = {−2, 6, 1}. Âèçíà÷èòè òî÷êè äîòèêó.



1.2. Âíóòðiøíÿ ãåîìåòðiÿ i çîâíiøíÿ ôîðìà ïîâåðõíi. 9

1.2. Âíóòðiøíÿ ãåîìåòðiÿ i çîâíiøíÿ ôîðìà ïîâåðõíi.
Íåõàé ïîâåðõíÿ Φ ∈ C1 i −→r = −→r (u, v)-¨¨ ãëàäêà ïàðàìåòðèçàöiÿ. Êâàäðàò

äèôåðåíöiàëà

ds2 =
−→
dr2 = (−→r udu +−→r vdv)2 = −→r 2

u + 2(−→r u,−→r v)dudv +−→r 2
vdv2

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêà çàäàíà íà ñóêóïíîñòi âåêòîðiâ −→dr = −→r udu +
+ −→r vdv â äîòè÷íié ïëîùèíi ïîâåðõíi, i íàçèâà¹òüñÿ ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ ïîâåðõíi. Êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ôîðìè ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî

−→r 2
u = E, (−→r u,−→r v) = F, −→r 2

v = G.

Ïåðøà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïîâåðõíi ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ.

Äîâæèíà äóãè ãëàäêî¨ ëiíi¨ u = u(t), v = v(t), ÿêà ðîçòàøîâàíà íà ïîâåðõíi
Φ, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

s =

t2∫

t1

√
E(u′(t))2 + 2Fu′(t)v′(t) + G(v′(t))2dt.

ßêùî äâi ëiíi¨ íà Φ ïåðåòèíàþòüñÿ â äåÿêié òî÷öi P i ìàþòü â öié òî÷öi
íàïðÿìêè (du, dv) i (δu, δv), òî êóò ϕ ìiæ íèìè ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

cos ϕ =
E du δu + F (du δv + dv δu) + Gdv δv√

E du2 + 2F du dv + G dv2
√

E δu2 + 2F δu δv + G δv2

Êîîðäèíàòíà ñiòêà (u, v) íà ïîâåðõíi îðòîãîíàëüíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
F (u, v) = 0.

Ïëîùà çàìêíåíî¨ îáëàñòi G ∈ Φ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S =

∫

D

∫ √
EG− F 2dudv,

äå D-ïðàîáðàç îáëàñòi G íà ïëîùèíè (u, v).

ßêùî ïîâåðõíÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì z = z(x, y), òî E = 1+z2
x, F = zxzy, G =

= 1 + z2
y, à ïëîùà îáëàñòi G̃ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S =

∫

D

∫ √
1 + z2

x + z2
ydx dy.

Âíóòðiøíÿ ãåîìåòðiÿ ïîâåðõíi âèçíà÷à¹òüñÿ ¨¨ ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ.
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Äðóãîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ïîâåðõíi íàçèâàþòü âèðàç

(d2−→r ,−→m) = L du2 + 2Mdu dv + Ndv2,

äå
L = (−→r uu,−→m), M = (−→r uv,−→m), N = (−→r vv,−→m),

à −→m(u, v)-íîðìàëü äî ïîâåðõíi. Âðàõóâàâøè, ùî

−→m =
[−→r u,−→r v]

|[−→r u,−→r v]| ,

îòðèìó¹ìî

L =
(−→r u,−→r v,−→r uu)√

EG− F 2
, M =

(−→r u,−→r v,−→r uv)√
EG− F 2

, N =
(−→r u,−→r v,−→r vv)√

EG− F 2
.

ßêùî ïîâåðõíÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì z = z(x, y), òî

L =
zxx√

1 + z2
x + z2

y

,
zxy√

1 + z2
x + z2

y

,
zyy√

1 + z2
x + z2

y

.

Íîðìàëüíèì ïåðåðiçîì ïîâåðõíi Φ â òî÷öi P íàçèâàþòü ëiíiþ ïåðåòèíó
ïîâåðõíi ç ïëîùèíîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç íîðìàëü ïîâåðõíi â öié òî÷öi.

Êðèâèíà íîðìàëüíîãî ïåðåðiçó â òî÷öi P íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ êðèâè-
íîþ ïîâåðõíi â öié òî÷öi â íàïðÿìêó, ÿêèé ¹ äîòè÷íèì äî íîðìàëüíîãî ïåðå-
ðiçó. Íîðìàëüíà êðèâèíà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

k
H

=
Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2

Edu2 + 2Fdudv + Gdv2
.

Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ïîâåðõíi àáî iñíó¹ äâà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ íà-
ïðÿìêè, ÿêi íàçèâàþòü ãîëîâíèìè, â ÿêèõ k

H
íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî i íàéìåí-

øîãî çíà÷åíü k1 i k2, àáî êðèâèíà âñiõ íîðìàëüíèõ ïåðåðiçiâ îäíàêîâà, òîáòî
k

H
= k1 = k2. Â îñòàííüîìó âèïàäêó òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ ñôåðè÷íîþ ïðè k

H
6=

6= 0 i òî÷êîþ ñïëîùåííÿ ïðè k
H

= 0. Âñi íàïðÿìêè â ñôåðè÷íèõ òî÷êàõ òà
ó òî÷êàõ ñïëîùåííÿ ââàæàþòüñÿ ãîëîâíèìè. Âåëè÷èíè k1 i k2 íàçèâàþòü ãî-
ëîâíèìè êðèâèíàìè ïîâåðõíi â òî÷öi.

Ãàóñîâîþ êðèâèíîþ ïîâåðõíi íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

K = k1k2.

Ñåðåäíüîþ êðèâèíîþ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

H =
1

2
(k1 + k2).

Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü K(u, v) i H(u, v) òî÷êè ïîâåðõíi êëàñèôiêóþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:
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1. òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íîþ, ÿêùî â íié K > 0;

2. òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íîþ, ÿêùî K < 0;

3. òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ, ÿêùî K = 0, H 6= 0;

4. òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñïëîùåííÿ, ÿêùî K = H = 0.

Ãàóñîâó òà ñåðåäíþ êðèâèíó ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè çíàþ÷è êîåôiöi¹íòè
ïåðøî¨ òà äðóãî¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çà ôîðìóëàìè:

K =
LN −M2

EG− F 2
, H =

EN − 2MF + GL

2(EG− F 2)
.

Ç íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóë íåâàæêî îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ
ãîëîâíèõ êðèâèí çà äîïîìîãîþ êîåôiöi¹íòiâ ïåðøî¨ òà äðóãî¨ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì:

(EG− F 2)k2 + (EN + GL− 2MF )k + LN −M2 = 0.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 3.

38. Çíàéòè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõîíü:
à) x2 + y2 + z2 = r2;
á) x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 1;
â) −→r = −→ρ (s) + v−→e , −→e = const (öèëiíäð);
ã) −→r = −→ρ (s)v (êîíóñ);
ä) −→r = −→ρ (s) + v−→τ (s);
å) x = a ch(u

a ) cos v, y = a ch(u
a ) sin v, z = u (êàòåíî¨ä).

¹) x = u cos v, y = u sin v, z = ku (u 6= 0) (êðóãîâèé öèëiíäð áåç
âåðøèíè).

39. Âêàæiòü, ÿêà ç íàâåäåíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íå ìîæå áóòè ïåð-
øîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ äåÿêî¨ ïîâåðõíi:

à) ds2 = du2 + 4dudv + dv2;
á) ds2 = du2 + 4dudv + 4dv2;
â) ds2 = du2 − 4dudv + 6dv2;
ã) ds2 = du2 + 4dudv − 2dv2;
40. Äîâåñòè, ùî ìåðèäiàíè i ïàðàëåëi ïîâåðõíi îáåðòàííÿ óòâîðþþòü

íà íié îðòîãîíàëüíó ñiòêó.
41. Çíàéòè êóò ìiæ êîîðäèíàòíèìè ëiíiÿìè x = x0, y = y0 íà ïî-

âåðõíi z = axy.
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42. Ïîêàæiòü, ùî ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàò
íà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ ¨¨ ïåðøà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìîæå áóòè ïðèâå-
äåíà äî âèãëÿäó

ds2 = du2 + G(u)dv2.

43. Íà ïîâåðõíi ç ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ds2 = du2 +
+ 1

4 sh2 udv2 çíàéòè äîâæèíó äóãè êðèâî¨ 2u = v ìiæ òî÷êàìè P1(u1, v1)
i P2(u2, v2).

44. Íà ïñåâäîñôåði

x = a sin u cos v, y = a sin u sin v, z = a(ln tg
u

2
+ cos u)

çàäàíî äâi ñiì'¨ ëiíié: v = ±a ln tg u
2 + C. Äîâåñòè, ùî äîâæèíè äóã âñiõ

ëiíié îäíi¹¨ ñiì'¨ ìiæ äâîìà ôiêñîâàíèìè ëiíiÿìè äðóãî¨ ñiì'¨ îäíàêîâi.
45. Íà ãåëiêî¨äi −→r = {u cos v, u sin v, hv} çíàéòè äîâæèíó ãâèíòîâî¨

ëiíi¨ u = a ìiæ äâîìà òî÷êàìè P1(u1, v1) i P2(u2, v2).
46. Íà ïîâåðõíi ç ëiíiéíèì åëåìåíòîì ds2 = du2 + dv2 çíàéòè êóò

ìiæ ëiíiÿìè 2u = v i 2u = −v.
47. Íà êàòåíî¨äi x = chu cos v, y = chu sin v, z = u çíàéòè êóò ìiæ

ëiíiÿìè u + v = 0 i u− v = 0 â ¨õ ñïiëüíié òî÷öi.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

48. Çíàéòè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõîíü:
à) x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = −1;

á) x2

p − y2

q = 2z;
â) −→r = −→ρ (s) + v−→ν (s);
49. Äîâåñòè, ùî íà ïîâåðõíi

x = u(3v2 − u2 − 1
3
, y = v(3u2 − v2 − 1

3
), z = 2uv

êîîðäèíàòíi ëiíi¨ îðòîãîíàëüíi.
50. Îá÷èñëèòè äîâæèíó v = ln tg u

2 , ÿêà ëåæèòü íà ïîâåðõíi

x = sin u cos v, y = sin u sin v, z = ln tg
u

2
+ cos u
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ìiæ òî÷êàìè P1(u1, v1) i P2(u2, v2).
51. Íà êîñîìó ãåëiêî¨äi −→r = {u cos v, u sin v, u + v} çíàéòè êóò ìiæ

ëiíiÿìè u + v = 0, u = tg v â ¨õ ñïiëüíié òî÷öi.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 4.

52. Ïîêàæiòü, ùî ïëîùi îáëàñòåé íà ïàðàáîëî¨äàõ z = a(x2 + y2)/2
i z = axy, ÿêi ïðîåêòóþòüñÿ íà îäíó i òó ñàìó îáëàñòü ïëîùèíè XOY,
ðiâíi.

53. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ëiíié, ÿêi ïåðåòèíàþòü ìåðiäiàíè ïîâåðõíi
îáåðòàííÿ ïiä ïîñòiéíèì êóòîì α (ëîêñîäðîìè).

54. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ëîêñîäðîì íà ñôåði.
55. Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíi òðàåêòîði¨ ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ êîíóñà.
56. Ïîâåðõíÿ S ¹ ÷àñòèíîþ ôiãóðè, óòâîðåíî¨ äîòè÷íèìè äî äåÿêî¨

ëiíi¨. Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíi òðàåêòîði¨ ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ ïîâåðõíi
S.

57. Çàïèñàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ îðòîãîíàëüíèõ òðàåêòîðié
ñiì'¨ ëiíié ϕ(u, v) = const íà ïîâåðõíi ç ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ

ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2.

58. Íà ïðÿìîìó ãåëiêî¨äi −→r = {u cos v, u sin v, hv} çíàéòè ëiíi¨, ÿêi
äiëÿòü íàâïië êóòè ìiæ êîîðäèíàòíèìè ëiíiÿìè.

59. Çíàéòè ïåðèìåòð i âíóòðiøíi êóòè êðèâîëiíiéíîãî òðèêóòíèêà,
ðîçòàøîâàíîãî íà ïîâåðõíi ç ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ds2 =
= du2 + (u2 + a2)dv2 i îáìåæåíîãî ëiíiÿìè u = ±av, v = 1.

60. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷îòèðèêóòíèêà, ÿêèé ëåæèòü íà ãåëiêî¨äi −→r =
= {au cos v, au sin v, hv} i îáìåæåíîãî êðèâèìè u = 0, u = h

a , v = 0, v =
= 1.

61. Çíàéòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõîíü:
à) −→r = {r cosu cos v, r sin u cos v, r sin v};
á) −→r = −→ρ (s) + λ−→e , −→e = const;
â) x2

p + y2

q = 2z.
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Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

62. Ïîâåðõíÿ S ¹ ÷àñòèíîþ ôiãóðè, óòâîðåíî¨ äîòè÷íèìè äî äåÿêî¨
ëiíi¨. Çàïèøiòü äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ëiíié, ÿêi ïåðåòèíàþòü ïðÿìî-
ëiíiéíi òâiðíi ïîâåðõíi S ïiä ïîñòiéíèì êóòîì α.

63. Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíi òðàåêòîði¨ ñiì'¨ ëiíié u = Cev, ÿêi ëåæàòü
íà êîñîìó ãåëiêî¨äi x = u cos v, y = u sin v, z = u + v.

64. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ êîñîãî ãåëiêî¨äà x = u cos v, y = u sin v, z =
= u + v, ïðèéíÿâøè ëiíi¨ v = const i ¨õ îðòîãîíàëüíi òðàåêòîði¨ çà êîîð-
äèíàòíi ëiíi¨.

65. Çíàéòè ïåðèìåòð i âíóòðiøíi êóòè êðèâîëiíiéíîãî òðèêóòíèêà,
îáìåæåíîãî ëiíiÿìè u = ±v2, v = 2 íà ïîâåðõíi −→r = {u cos v, u sin v, 2v}.

66. Çíàéòè ïëîùó ïîâåðõíi òîðà, ÿêèé çàäàíî ðiâíÿííÿìè :

x = (R + r cos u) cos v, y = (R + r cos u) sin v, z = r sin u, 0 6 u, v 6 2π.

67. Çíàéòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõîíü:
à) −→r = {v cos u, v sin u, ku};
á) −→r = v−→ρ (s);
â) y2 = 2px.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 5.

68. Çíàéòè íîðìàëüíó êðèâèíó ïàðàáîëî¨äà z = ax2 − by2 â òî÷öi
P (0; 0) ó íàïðÿìêó dy

dx = 1
2 .

69. Äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíié ïàðàìåòðèçàöi¨ ïëîùèíè ¨¨ äðóãà êâà-
äðàòè÷íà ôîðìà òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ.

70. Çíàéòè ñåðåäíþ òà ãàóñîâó êðèâèíè ïîâåðõíi z = axy â òî÷öi
x = y = 0.

71. Âèçíà÷èòè ãîëîâíi êðèâèíè ïîâåðõíi z = a(x2 + y2) â òî÷öi
(0, 0, 0).

72. Îá÷èñëèòè ãîëîâíi êðèâèíè â âåðøèíàõ äâîïîðîæíèííîãî ãiïåð-
áîëî¨äà

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
− 1 = 0.

73. Âèçíà÷èòè òèï òî÷îê:
à) åëiïñî¨äà;
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á) ãiïåðáîëî¨äiâ;
â) ïàðàáîëî¨äiâ.
74. Âèçíà÷èòè òèï òî÷îê òîðà.
75. Âèçíà÷èòè òèï òî÷îê íà ïîâåðõíi z = a2x4 + b2y4.

76. Îá÷èñëèòè ñåðåäíþ òà ãàóñîâó êðèâèíè äëÿ ïîâåðõíi, ÿêà óòâî-
ðåíà äîòè÷íèìè äî ëiíi¨ −→ρ = −→ρ (s).

77. Îá÷èñëèòè ñåðåäíþ òà ãàóñîâó êðèâèíè äëÿ ïîâåðõíi, ÿêà óòâî-
ðåíà ãîëîâíèìè íîðìàëÿìè äî ëiíi¨ −→ρ = −→ρ (s).

78. Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êà íà ïîâåðõíi áóëà ñôåðè÷íîþ, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè K 6= 0,K = H2. Äîâåñòè öå.

79. Çíàéòè ïîâíó òà ñåðåäíþ êðèâèíè äîâiëüíî¨ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

80. Äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíié ïàðàìåòðèçàöi¨ ñôåðè ¨¨ ïåðøà êâà-
äðàòè÷íà ôîðìà ïðîïîðöiéíà äðóãié.

81. Âèçíà÷èòè òèï òî÷îê:
à) öèëiíäðiâ;
á) êîíóñiâ.
82. Âèçíà÷èòè òèï òî÷îê íà ïîâåðõíi y = x4.

83. Îá÷èñëèòè ñåðåäíþ òà ãàóñîâó êðèâèíè äëÿ ïîâåðõíi, ÿêà óòâî-
ðåíà áiíîðìàëÿìè äî ëiíi¨ −→ρ = −→ρ (s).

84. Çíàéäiòü ãîëîâíi íàïðÿìêè i ãîëîâíi êðèâèíè ïðÿìîãî ãåëiêî¨äà
x = u cos v, y = u sin v, z = av.

85. Îá÷èñëiòü ãîëîâíi êðèâèíè ïîâåðõíi

x2

p
+

y2

q
= 2z

â òî÷öi M(0, 0, 0).
86. Çíàéòè ïîâíó òà ñåðåäíþ êðèâèíè åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà.
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1.3. Âíóòðiøíÿ ãåîìåòðiÿ i çãèíàííÿ ïîâåðõíi. Ñèìâîëè
Êðèñòîôåëÿ, ðiâíÿííÿ Ãàóñà, ðiâíÿííÿ
Ïåòåðñîíà-Êîäàöi.

Äâi ïîâåðõíi íàçèâàþòüñÿ içîìåòðè÷íèìè, ÿêùî ìiæ íèìè ìîæíà âñòà-
íîâèòè òàêèé ãîìåîìîðôiçì, ïðè ÿêîìó âiäïîâiäíi ëiíi¨ ìàþòü îäíàêîâi äîâ-
æèíè. Ñàìà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïîâåðõíÿìè íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ. Íà içî-
ìåòðè÷íèõ ïîâåðõíÿõ ó òî÷êàõ, ÿêi ¹ âiäïîâiäíèìè âiäíîñíî içîìåòði¨, ðiâíi
ãàóñîâi êðèâèíè (òåîðåìà Ãàóñà). Ãàóñîâó êðèâèíó ìîæíà âèðàçèòè òiëüêè ÷å-
ðåç êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà ¨õ ïîõiäíi:

K =
1

(EG− F 2)2

∣∣∣∣∣∣

− 1
2
Guu + Fuv − 1

2
Evv

1
2
Eu Fu − 1

2
Ev

Fv − 1
2
Gu E F

1
2
Gv F G

∣∣∣∣∣∣
−

− 1

(EG− F 2)2

∣∣∣∣∣∣

0 1
2
Ev

1
2
Gu

1
2
Ev E F

1
2
Gu F G

∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçãëÿä içîìåòðè÷íèõ ïîâåðõîíü âêàçó¹ íà äîöiëüíiñòü âèâ÷åííÿ âëàñòè-
âîñòåé ïîâåðõíi i ôiãóð íà íié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òiëüêè ¨¨ ïåðøîþ êâàäðà-
òè÷íîþ ôîðìîþ i óòâîðþþòü âíóòðiøíþ ãåîìåòðiþ ïîâåðõíi. Iç öüîãî ñëiäó¹,
ùî içîìåòðè÷íi ïîâåðõíi ìàþòü îäíàêîâó âíóòðiøíþ ãåîìåòðiþ, i ùî ãàóñîâà
êðèâèíà ¹ îá'¹êòîì âíóòðiøíüî¨ ãåîìåòði¨. Êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè ïîâåðõíi óòâîðþþòü äâîõâàëåíòíèé êîâàðiàíòíèé ñèìåòðè÷íèé òåí-
çîð, òîìó ¨õ ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ÷åðåç gij , à ñàìå:

g11 = E, g12 = g21 = F, g22 = G.

Ïî öüîìó òåíçîðó ìîæíà ïîáóäóâàòè äâi÷i êîíòðàâàðiàíòíèé ìåòðè÷íèé òåí-
çîð gij , ïîêëàâøè

(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
g11 g12

g21 g22

)−1

.

Êîåôiöi¹íòè äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ïîâåðõíi óòâîðþþòü äðóãèé
îñíîâíèé òåíçîð ïîâåðõíi i ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç bij (b11 = L, b12 = b21 =
= M, b22 = N).

Êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè (u, v) ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç (u1, u2).
Àíàëîãîì ôîðìóë Ñåððå-Ôðåíå äëÿ êðèâèõ ¹ äåðèâàöiéíi ðiâíÿííÿ ïî-

âåðõíi, ÿêi âèðàæàþòü ïîõiäíi âiä âåêòîðiâ −→r 1,
−→r 2 i −→m ÷åðåç öi âåêòîðè:

−→r ij = Γk
ij
−→r k + bij

−→m, −→mi = −bikgkj−→r j .
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Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó Γk
ij ( ñèìâîëè Êðèñòîôåëÿ äðóãîãî ðîäó) âèðàæàþ-

òüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàñòóïíèì ÷èíîì:

Γk
ij = glkΓl,ij =

1

2
glk(

∂gjl

∂ui
+

∂gli

∂uj
− ∂gij

∂ul
).

Âèðàçè Γl,ij íàçèâàþòüñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôåëÿ ïåðøîãî ðîäó. Âîíè îá-
÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

Γl,ij =
1

2
(
∂gjl

∂ui
+

∂gli

∂uj
− ∂gij

∂ul
).

Ïîâåðõíÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ðóõó â ïðîñòîði) êîåôiöi-
¹íòàìè ¨¨ ïåðøî¨ i äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðì. Ïðè öüîìó gij i bij íå ìîæóòü áó-
òè äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè, îñêiëüêè äåðèâàöiéíi ðiâíÿííÿ ïîâèííi áóòè iíòå-
ãðîâàíi. Óìîâà iíòåãðîâàíîñòi äåðèâàöiéíèõ ðiâíÿíü çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿìè:

∂Γs
ij

∂uk
− ∂Γs

ik

∂uj
+ Γp

ijΓ
s
pk − Γp

ikΓs
pj + (bikbjp − bijbkp)gps = 0

(ðiâíÿííÿ Ãàóñà),

∂bij

∂us
− ∂bis

∂uj
+ Γk

ijbks − Γk
isbkj = 0, s = 1, 2

(ðiâíÿííÿ Ïåòåðñîíà-Êîäàööi).

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 6.

87. Íåõàé Φ1 i Φ2-ãëàäêi ïîâåðõíi, P1 i P2-òî÷êè íà íèõ, −→r =
= −→r 1(u, v), −→r = −→r 2(u, v)-ãëàäêi ïàðàìåòðèçàöi¨ ïîâåðõîíü â îêîëàõ
òî÷îê P1 i P2 âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðøi êâàäðàòè÷íi ôîðìè
ïîâåðõîíü, ÿêi âiäïîâiäàþòü öèì ïàðàìåòðèçàöiÿì, îäíàêîâi. Òîäi âiä-
îáðàæåííÿ îêîëó òî÷êè P1 ∈ Φ1 íà îêië òî÷êè P2 ∈ Φ2, ïðè ÿêîìó ó
âiäïîâiäíiñòü ñòàâëÿòüñÿ òî÷êè ç îäíàêîâèìè êðèâîëiíiéíèìè êîîðäè-
íàòàìè, ¹ içîìåòði¹þ. Äîâåñòè öå.

88. Äîâåñòè, ùî içîìåòðè÷íi ïîâåðõíi êëàñó C1 ìàþòü îäíàêîâó âíó-
òðiøíþ ãåîìåòðiþ.

89. Çíàéòè ãàóñîâó êðèâèíó ïîâåðõíi ç ëiíiéíèì åëåìåíòîì

ds2 = λ(u, v)(du2 + dv2).
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90. Âèçíà÷èòè ãàóñîâó êðèâèíó ïñåâäîñôåðè
−→r = {a sin u cos v, a sinu sin v, a(cos u + ln tg

u

2
)},

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó, ÿêà âèðàæà¹ ãàóñîâó êðèâèíó ïîâåðõíi ÷åðåç
êîåôiöi¹íòè ¨¨ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè.

91. Çíàéòè ãàóñîâó êðèâèíó ìåòðèêè ds2 = du2+dv2

v2 , ÿêó çàäàíî íà
íàïiâïëîùèíi v > 0.

92. Çíàéòè ñèìâîëè Êðèñòîôåëÿ äðóãîãî ðîäó äëÿ ïîâåðõíi ç ìå-
òðè÷íîþ ôîðìîþ ds2 = du2 + Gdv2.

93. Äîâåñòè, ùî ñôåðó íàâiòü ëîêàëüíî íå ìîæíà âiäîáðàçèòè íà
ïëîùèíó.

94. Ïîâåðõíi Φ i Φ∗ içîìåòðè÷íi i ¨õ àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ¹ âiäïîâiäíè-
ìè ïðè içîìåòði¨. Äîâåñòè, ùî Φ i Φ∗ ðiâíi (ç òî÷íiñòþ äî ïîëîæåííÿ â
ïðîñòîði) àáî ñèìåòðè÷íi.

95. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ içîìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ ãåëiêî¨äà

x = u cos v, y = u sin v, z = kv

íà êàòåíî¨ä
x = k ch

α

k
cos β, y = k ch

α

k
sin β, z = α,

ïðè ÿêîìó ïðÿìîëiíiéíèì òâiðíèì ãåëiêî¨äà âiäïîâiäàþòü ìåðèäiàíè êà-
òåíî¨äà.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

96. Äîâåñòè, ùî ïîâåðõíÿ ç ëiíiéíèì åëåìåíòîì

ds2 =
du2 + dv2

(u2 + v2 + c2)2
, c 6= 0,

ìàþòü ïîñòiéíó ãàóñîâó êðèâèíó.
97. Çíàéòè ãàóñîâó êðèâèíó ïîâåðõíi ç ëiíiéíèì åëåìåíòîì

ds2 = du2 + 2 cos ω(u, v)dudv + dv2.

98. Çíàéòè ñèìâîëè Êðèñòîôåëÿ ãåëiêî¨äà x = u cos v, y =
= u sin v, z = hv.
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99. Ïîêàæiòü, ùî ïîâåðõíÿ

x = u cos v, y = u sin v, z = u + v

(êîíî¨ä) içîìåòðè÷íà ãiïåðáîëî¨äó îáåðòàííÿ

x2 + y2 − z2 = 1.

2. ËIÍI� ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍßÕ
2.1. Àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨.
Íàïðÿìîê íà ïîâåðõíi â äàíié òî÷öi íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì, ÿêùî

âií ñïiâïàäà¹ ç àñèìïòîòè÷íèì íàïðÿìêîì iíäèêàòðèñè Äþïåíà â öié òî÷öi.
Àñèìïòîòè÷íi íàïðÿìêè (du : dv) âèçíà÷àþòüñÿ ç êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî â åëiïòè÷íié òî÷öi (LN −M2 > 0) ïîâåðõíi íå iñíó¹
äiéñíèõ àñèìïòîòè÷íèõ íàïðÿìêiâ; â ãiïåðáîëi÷íié òî÷öi (LN −M2 < 0) iñíó¹
äâà àñèìïòîòè÷íèõ íàïðÿìêè; â ïàðàáîëi÷íié òî÷öi (LN−M2 = 0, L2 +M2 +
+ N2 6= 0)-îäèí àñèìïòîòè÷íèé íàïðÿìîê; â òî÷öi ñïëîùåííÿ (L = M = N =
= 0) äîâiëüíèé íàïðÿìîê ¹ àñèìïòîòè÷íèì.

Àñèìïòîòè÷íi íàïðÿìêè íà ïîâåðõíi â äàííié ¨¨ òî÷öi õàðàêòåðèçóþòüñÿ
òèì, ùî íîðìàëüíà êðèâèçíà ïîâåðõíi â öèõ íàïðÿìêàõ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Êðèâà íà ïîâåðõíi íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ëiíi¹þ, ÿêùî ¨¨ íàïðÿìîê
â êîæíié òî÷öi ¹ àñèìïòîòè÷íèì.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ

Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 = 0

¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié.
Íîðìàëüíà êðèâèíà ïîâåðõíi âçäîâæ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîòè÷íà ïëîùèíà ïîâåðõíi â êîæíié òî÷öi àñèìïòîòè÷íî¨ ëiíi¨ ¹ ñòè÷íîþ
ïëîùèíîþ öi¹¨ ëiíi¨.

ßêùî êîîðäèíàòíà ñiòêà íà ïîâåðõíi ñêëàäà¹òüñÿ iç àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié,
òî äðóãà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä

ϕ2 = 2Mdudv.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 7.

100. Çíàéòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié ïîâåðõ-
íi

z = yϕ(x) + ψ(x).

101. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1.

102. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi

z = xy3 − yx3,

ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M0(1, 2, 6).
103. Ïîêàçàòè, ùî íà ïðÿìîìó ãåëiêî¨äi îäíà ñiì'ÿ àñèìïòîòè÷íèõ

ëiíié ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðÿìèõ, à äðóãà iç ãâèíòîâèõ ëiíié.
104. Äîâåñòè, ùî:
à) êîîðäèíàòíi ëiíi¨ u = const ¹ àñèìïòîòè÷íèìè ëiíiÿìè ïîâåðõíi

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íò N(u, v) äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
äîðiâíþ¹ íóëþ (N(u, v) ≡ 0);

á) êîîðäèíàòíi ëiíi¨ v = const ¹ àñèìïòîòè÷íèìè ëiíiÿìè ïîâåðõíi
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íò L(u, v) äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
äîðiâíþ¹ íóëþ (L(u, v) ≡ 0);

â) äëÿ òîãî, ùîá êîîðäèíàòíà ñiòêà íà ïîâåðõíi ñêëàäàëàñü iç àñèì-
ïòîòè÷íèõ ëiíié, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá êîåôiöi¹íòè L(u, v) i N(u, v)
äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîðiâíþâàëè íóëþ (L(u, v) = N(u, v) ≡ 0).

105. Âèçíà÷èòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi, ÿêó óòâîðåíî îáåðòàí-
íÿì êðèâî¨ x = chu, y = 0, z = u íàâêîëî îñi OZ.

106. Ïàðàìåòðèçóâàòè ïîâåðõíþ

x2

a2
− y2

b2
= 2z

òàê, ùîá êîîðäèíàòíà ñiòêà íà ïîâåðõíi ñêëàäàëàñü iç àñèìïòîòè÷íèõ
ëiíié.

107. Äîâåñòè, ùî îáèäâi ñiì'¨ ëiíié




x=a;
y=t;
z = (a2−1)t

1+a2 .

,





x = t;
y = b(1+t2)√

|t| ;

z = b(t2−1)√
|t| .,
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äå a i b- äîâiëüíi ñòàëi, ¹ àñèìïòîòè÷íèìè ëiíiÿìè ïîâåðõíi

z =
y(x2 − 1)
1 + x2

.

108. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi




x = 3u + 3v;
y = 3u2 + 3v2;
z = 2u3 + 2v2.

109. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ òîðà.
110. Íà ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà ãîëîâíèìè íîðìàëÿìè äî äåÿêî¨ êðè-

âî¨ γ, çíàéòè ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié. Äîâåñòè, ùî êðèâà γ íà
îòðèìàíié ïîâåðõíi ¹ àñèìïòîòè÷íîþ ëiíi¹þ.

111. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi

−→r = {u cos v, u sin v, a cosnv},

äå a i n-ñòàëi.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

112. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi

zx2 = ay2, a = const.

113. Äîâåñòè, ùî íà ïëîùèíi äîâiëüíà ëiíiÿ ¹ àñèìïòîòè÷íîþ, i íàâ-
ïàêè, ïîâåðõíÿ íà ÿêié äîâiëüíà ëiíiÿ ¹ àñèìïòîòè÷íîþ, ¹ ïëîùèíà àáî
îáëàñòü íà ïëîùèíi.

114. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi, ÿêó óòâîðåíî îáåðòàííÿì
êðèâî¨ x = u, y = 0, z = 6

u íàâêîëî îñi OZ.
115. Äîâåñòè, ùî îáèäâi ñiì'¨ ëiíié





x=t;
y=a;
z = a2t.

,





x = t;
y = b

t2 ;
z = b2

t3 .,
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äå a i b- äîâiëüíi ñòàëi, ¹ àñèìïòîòè÷íèìè ëiíiÿìè ïîâåðõíi

z = xy2.

116. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi z = y cosx.
117. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi





x = v
ch u ;

y = uv
ch u ;

z = arctg v.

2.2. Ëiíi¨ êðèâèíè.
Íàïðÿìîê íà ïîâåðõíi â äàíié òî÷öi íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì, ÿêùî âií ñïiâ-

ïàäà¹ ç ãîëîâíèì íàïðÿìêîì iíäèêàòðèñè Äþïåíà, ÿêó ïîáóäîâàíî â öié òî-
÷öi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ äâà
ãîëîâíèõ íàïðÿìêè.

Äëÿ òîãî, ùîá íàïðÿìîê (du : dv) áóâ ãîëîâíèì íà ïîâåðõíi, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá äëÿ íüîãî âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü:

∣∣∣∣∣∣

dv2 −dudv du2

E F G
L M N

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ãîëîâíi íàïðÿìêè íå âèçíà÷åíi â äâîõ âèïàäêàõ, à ñàìå, â òî÷êàõ ñïëî-
ùåííÿ (L = M = N ≡ 0) i â ñôåðè÷íèõ òî÷êàõ ( êîëè êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ i
äðóãî¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ïðîïîðöiéíi). Â öèõ òî÷êàõ äîâiëüíèé íàïðÿìîê
ââàæàþòü ãîëîâíèì.

Ãîëîâíèé íàïðÿìîê íà ïîâåðõíi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî íîðìàëüíà êðè-
âèíà ïîâåðõíi â öüîìó íàïðÿìêó íàáóâà¹ åêñòðåìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Íîðìàëüíi êðèâèíè ïîâåðõíi, ÿêi âiäïîâiäàþòü ãîëîâíèì íàïðÿìêàì, íà-
çèâàþòüñÿ ãîëîâíèìè êðèâèíàìè ïîâåðõíi.

Ëiíiÿ íà ïîâåðõíi íàçèâà¹òüñÿ ëiíi¹þ êðèâèíè, ÿêùî ¨¨ íàïðÿìîê â êîæíié
òî÷öi ñïiâïàäà¹ ç ãîëîâíèì íàïðÿìêîì.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íàâåäåíà âèùå ðiâíiñòü ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
ëiíié êðèâèíè.

Ç ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî êîîðäèíàòíi ëiíi¨ íà ïîâåðõíi ¹ ëiíiÿìè êðèâèíè
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè F i M ïåðøî¨ i âiäïîâiäíî äðóãî¨ êâàäðà-
òè÷íèõ ôîðì äîðiâíþþòü íóëþ.



2.2. Ëiíi¨ êðèâèíè. 23

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 8.

118. Äîâåñòè, ùî ÿêùî çà êîîðäèíàòíi ëiíi¨ íà ïîâåðõíi, ÿêà íå ìi-
ñòèòü ñôåðè÷íèõ òî÷îê i òî÷îê ñïëîùåííÿ, âçÿòè ëiíi¨ êðèâèíè, òî êîå-
ôiöi¹íòè F i M ïåðøî¨ i âiäïîâiäíî äðóãî¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ïîâåðõíi
äîðiâíþþòü íóëþ; i íàâïàêè, ÿêùî íà ïîâåðõíi F = M ≡ 0, òî êîîðäè-
íàòíà ñiòêà íà ïîâåðõíi ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíié êðèâèíè.

119. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè íà äîâiëüíié öèëiíäðè÷íié ïîâåðõíi.
120. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà äîòè÷íèìè äî äå-

ÿêî¨ íåïëîñêî¨ êðèâî¨.
121. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè äîâiëüíî¨ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ.
122. Çíàéòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè i àñèìïòîòè÷íèõ

ëiíié ïîâåðõíi, ÿêà çàäàíà ðiâíÿííÿìè




x = u(3v2 − u2 − 1
3 ;

y = v(3u2 − v2 − 1
3 ;

z = 2uv,

ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M0(0, 0). Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi,
ïðèéíÿâøè çà êîîðäèíàòíi ëiíi¨ íà ïîâåðõíi ëiíi¨ êðèâèíè. Çíàéòè ïîâ-
íó i ñåðåäíþ êðèâèíè ïîâåðõíi â äîâiëüíié òî÷öi.

123. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè ïîâåðõíi

e−z = cos x cos y.

124. Äîâåñòè, ùî ÿêùî êîîðäèíàòíà ñiòêà íà ïîâåðõíi ñêëàäà¹òüñÿ
iç ëiíié êðèâèíè, òî ôîðìóëè, ÿêi çàäàþòü ãîëîâíi êðèâèíè ïîâåðõíi,
ìàþòü âèãëÿä

k1 =
L

E
, k2 =

N

G
.

125. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

126. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè äîâiëüíî¨ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi.
127. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà áiíîðìàëÿìè äî

äåÿêî¨ íåïëîñêî¨ êðèâî¨.
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128. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà, çàäàíîãî ðiâ-
íÿííÿì −→r = {√p(u + v),

√
q(u− v), 2uv}.

129. Äîâåñòè, ùî ëiíi¨ êðèâèíè ïîâåðõíi




x = 3u + 3uv2 − u3;
y = 3v + 3u2v − v3;
z = 3u2 − 3v2

¹ ïëîñêèìè êðèâèìè, ÿêi ëåæàòü â ïëîùèíàõ, ùî ïàðàëåëüíi äî îñåé
OX iOY.

130. Çíàéòè ëiíi¨ êðèâèíè ãåëiêî¨äà, çàäàíîãî ðiâíÿííÿì
−→r = {u cos v, u sin v, av}.

Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ãåëiêî¨äà, îáðàâøè çà êîîðäèíàòíi ëiíi¨ íà ãåëiêî¨äi
ëiíi¨ êðèâèíè.

131. Äîâåñòè, ùî íà ïëîùèíi i íà ñôåði äîâiëüíà ãëàäêà ëiíiÿ ¹ ëiíi-
¹þ êðèâèíè i íàâïàêè, ÿêùî íà äåÿêié ïîâåðõíi äîâiëüíà ëiíiÿ ¹ ëiíi¹þ
êðèâèíè, òî òàêà ïîâåðõíÿ ¹ ïëîùèíîþ àáî ñôåðîþ (àáî ¨õ ÷àñòèíîþ).

2.3. Ãåîäåçè÷íi ëiíi¨, ãåîäåçè÷íà êðèâèíà.
Ãåîäåçè÷íi ëiíi¨ íà ïîâåðõíi ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì ïðÿìèõ íà ïëî-

ùèíi.
Íåõàé ìè ìà¹ìî äåÿêó ëiíiþ γ íà ïîâåðõíi σ. Ñïðîåêòó¹ìî îðòîãîíàëüíî

êðèâó γ íà äîòè÷íó ïëîùèíó ïîâåðõíi σ. Îòðèìà¹ìî ïëîñêó êðèâó γ∗ ç êðè-
âèíîþ kg, ÿêó íàçèâàþòü ãåîäåçè÷íîþ êðèâèíîþ êðèâî¨ γ. Ëiíiþ γ íàçâåìî
ãåîäåçè÷íîþ, ÿêùî â êîæíié ¨¨ òî÷öi kg = 0.

Ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ãåîäåçè÷íèõ êðèâèõ ìàþòü âèãëÿä:

d2uk

ds2
+ Γk

ij
dui

ds

duj

ds
= 0 (gij

dui

ds

duj

ds
= 1).

Öþ ñèñòåìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

2
d

ds
(E

du

ds
+ F

dv

ds
) = Eu(

du

ds
)2 + 2Fu

du

ds

dv

ds
+ Gu(

dv

ds
)2,

2
d

ds
(F

du

ds
+ G

dv

ds
) = Ev(

du

ds
)2 + 2Fv

du

ds

dv

ds
+ Gv(

dv

ds
)2,
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E(
du

ds
)2 + 2F

du

ds

dv

ds
+ G(

dv

ds
)2.

Çàïèøåìî òåïåð ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ãåîäåçè÷íî¨ êðèâèíè:

kg =
1

|−→r ′|3 (−→r ′′,−→r ′,−→n );

kg = |du1

ds
(Γ2

ij
dui

ds

duj

ds
+

d2u2

ds2
)− du2

ds
(Γ1

ij
dui

ds

duj

ds
+

d2u1

ds2
)|

√
EG− F 2.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 9.

132. Ïðè çãèíàííi ïîâåðõíi ãåîäåçè÷íi ëiíi¨ ïåðåõîäÿòü â ãåîäåçè÷íi.
×îìó?

133. Ñêëàñòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ãåîäåçè÷íèõ ëiíié íà ïðÿìî-
ìó ãåëiêî¨äi.

134. Âèçíà÷èòè ãåîäåçè÷íó êðèâèíó ïàðàëåëåé i ìåðèäiàíiâ ïîâåðõíi
îáåðòàííÿ, ÿêó çàäàíî ðiâíÿííÿì:

−→r (u, v) = {f(u) cos v, f(u) sin v, u}.

135. Çíàéòè ãåîäåçè÷íó êðèâèíó ãâèíòîâî¨ ëiíi¨ −→r (v) =
= {a cos v, a sin v, hv} :

à) íà ãåëiêî¨äi x = bu cos v, y = bu sin v, z = hv;
á) íà öèëiíäði x = a cos v, y = a sin v, z = u.
136. Çíàéòè ãåîäåçè÷íi êðèâèíè êîîðäèíàòíèõ ëiíié ïîâåðõíi ç ëi-

íiéíèì åëåìåíòîì ds2 = Edu2 + Gdv2.
137. Ïîâåðõíÿ σ óòâîðåíà äîòè÷íèìè äî ëiíi¨ −→ρ = −→ρ (s) ç êðèâèíîþ

k(s). Íà äîòè÷íèõ âiä òî÷îê äîòèêó ïî îáèäâà áîêè âiäêëàäåíî âiäðiçêè
äîâæèíè l. Âèçíà÷èòè ãåîäåçè÷íó êðèâèíó ëiíié, ÿêi îïèñàíi êiíöÿìè
âiäêëàäåíèõ âiäðiçêiâ íà ïîâåðõíi σ.

138. Íà ïîâåðõíi ç ìåòðèêîþ

ds2 = (u2 + cos v + 2)(du2 + dv2)

çíàéòè ãåîäåçè÷íó êðèâèíó ëiíi¨ v = π.
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139. Çíàéòè ãåîäåçè÷íi ëiíi¨ i ãàóñîâó êðèâèíó ïiâïëîùèíè Ïóàíêà-
ðå, òîáòî ïiâïëîùèíè v > 0 ç ìåòðèêîþ

ds2 =
du2 + dv2

v2
.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

140. Îá÷èñëèòè ãåîäåçè÷íó êðèâèíó ëiíi¨

u = sh, 0 6 v 6 v0,

íà ãåëiêî¨äi x = u cos v, y = u sin v, z = v.
141. Âèçíà÷èòè ãåîäåçè÷íó êðèâèíó êîîðäèíàòíèõ ëiíié äîâiëüíî¨

ïîâåðõíi.
142. Íà ïîâåðõíi ç ìåòðèêîþ ds2 = du2 +ch2 udv2 çíàéòè ãåîäåçè÷íó

êðèâèíó ëiíi¨ v = ln ch u.
143. Çíàéòè ãåîäåçè÷íi ëiíi¨ ïîâåðõíi −→r = −→r (u, v), ïåðøà êâàäðà-

òè÷íà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä ds2 = du2 + B2(u)dv2.
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Âiäïîâiäi
3. x = (a+r cos u) cos v, y = (a+r cos u) sin v, z = r sin u. 5. x = a cos u, y =

= a sin u, z = v. 8. x = u2 + 2vu√
1+4u2+16u6

, y = u + v√
1+4u2+16u6

, z = u4 +

+ 4vu3√
1+4u2+16u6

9. −→r (s, ϕ) = −→ρ (s) + (−→ν (s) cos ϕ +
−→
β (s) sin ϕ)a. 10. x = et −

− e−t

e−t+et v, y = e−t + et

e−t+et v, z = t
√

2+
√

2
e−t+et v. 11. −→r = {u cos v, u sin v, hv}.

12. ßêùî êðèâó, ÿêà ðóõà¹òüñÿ çàäàòè ðiâíÿííÿìè x = u, y = 0, z = f(u),

à çà âiñü îáåðòàííÿ âçÿòè âiñü OZ, òî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ìàþòü âèãëÿä x =

= u cos v, y = u sin v, z = f(u) + av, äå a-âiäíîøåííÿ øâèäêîñòi ïîñòóïàëüíî-
ãî ðóõó äî êóòîâî¨ øâèäêîñòi. 14. Ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ êîëà: x = 0, y =

= cos u, z = sin u+5. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ òîðà: x = (sin u+5) cos v, y =

= cos u, z = (sin u+5) sin v. 15. x = au cos v, y = au sin v, z = u. 17. −→r (u, v) =

= −→ρ (u)+ v−→ρ ′ 19. −→r = −→ρ + λ−→ν = {(a−λ) cos u, (a−λ) sin u, hu}. 21. à) 3x +

+ 12y− z− 18 = 0; x−2
3

= y−2
12

= z−9
−1

á) 3x + 4y + 12z− 169 = 0; x−3
3

= y−4
4

=

= z−12
12

22. z = a 23. x−a sin u cos v
ctg u cos v

= y−a sin u sin v
ctg u sin v

=
z−a ln tg u

2−a cos u

−1
; −→m =

= ±{cos u cos v, cos u sin v,− sin u}. 24. x + y + z = 5, −→m = ±{ 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
}

28. Ïîâåðõíÿ: −→r = −→ρ (s) + λ
−→
β (s). Äîòè÷íà ïëîùèíà: (

−→
R − −→ρ ,−→ν + λκ−→τ ) =

= 0. Íîðìàëü: −→R = −→ρ + λ
−→
β + λ1(

−→ν + λκ−→τ ). 30. x + y +
√

2z − (4 + 3
√

2) =

= 0 31. x
2

= y+1
0

= z
−1

32. h sin vX − h cos vY + uZ − huv = 0 37. 2x −
− 6y − z + 3 = 0. Òî÷êà äîòèêó (1, 1,−1). 38. à) Ïàðàìåòðèçàöiÿ ñôåðè:
x = r cos u cos v, y = cos u sin v, z = r sin u; ds2 = r2du2 + r2 cos2 udv2. â) d̃s2 =

= ds2 + 2(−→τ ,−→e )dsdv + dv2. ã) d̃s2 = v2ds2 + 2v(−→τ ,−→ρ )dsdv + ρ2dv2. ä) d̃s2 =

= (1 + v2k2)ds2 + 2dsdv + dv2. å) ds2 = ch2(u
a
)du2 + a2 ch2(u

a
)dv2. ¹) ds2 =

= (1 + k2)du2 + u2dv2. 39. à) Íå ìîæå, îñêiëüêè ïåðøà êâàäðàòè÷íà ôîð-
ìà çàâæäè äîäàòíüî âèçíà÷åíà. á) Íå ìîæå. â) Ìîæå. ã) Íå ìîæå. 41. ϕ =

= arccos a2x0y0√
1+a2x2

0

√
1+a2y2

0
. 43. s = | sh u2 − sh u1|. 46. ϕ = arccos(− 3

5
). 47. π

2
.

48. á) ds2 = (1+ x2

p2 )dx2−2xy
pq

dxdy+(1+ y2

q2 )dy2. â) d̃s2 = ((1−vk)2+κ2v2)ds2+

+dv2. 50. |v2−v1|. 51. ϕ = arccos 1√
5
. 54. Âçÿâøè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó

ñôåðè ó âèãëÿäi: ds2 = du2 +R2 cos2(u/R)dv2, îòðèìà¹ìî v ctg α = ± ln tg(π
4

+

+ u
2R

). 55. Çàïèñàâøè ðiâíÿííÿ êîíóñà ó âèãëÿäi −→r = v−→e (u), |−→e (u)| = 1,

îòðèìó¹ìî : tg α ln v =
∫ |−→e ′(u)|du + C. 56. ßêùî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi âçÿòè ó

âèãëÿäi −→R = −→r (u) + v
−→
t (u), îòðèìà¹ìî u + v = const. 57. (E ∂ϕ

∂v
− F ∂ϕ

∂u
)du +

+(F ∂ϕ
∂v
−G ∂ϕ

∂u
)dv = 0 58. v± ln(u+

√
u2 + a2) = const. 60. h2

2
(
√

2+ln(1+
√

2)).

61. à) ßêùî −→m = [−→r v,−→r u]

|[−→r v,−→r u]| , òî ϕ2 = r(cos2 vdu2 + dv2) á) ϕ2 = ± k(−→ν ,−→τ ,−→e )

|[−→τ ,−→e ]| ds2,
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63. u2 + u + 1 = C1e
−v (C1 = const). 64. X = U−V

2
cos V, Y = U−V

2
sin V, Z =

= U−V
2

, äå U = 2u + v, V = v. 66. 4π2rR. 67. à) ϕ2 = 2k√
k2+v2

dudv. á) ϕ2 =

= ± vk(−→ν ,−→τ ,−→ρ )

|[−→τ ,−→ρ ]| ds2. 68. 2
5
(4a − b). 70. H = 0, K = −a2. 71. k1 = k2 = 2a.

72. k1 = a
b2

, k2 = a
c2

. 73. à) Åëiïòè÷íi. á) Òî÷êè îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáî-
ëî¨äà ãiïåðáîëi÷íi, à òî÷êè äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà åëiïòè÷íi. â) Åëi-
ïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä ñêëàäà¹òüñÿ ç åëiïòè÷íèõ òî÷îê, ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî-
¨ä ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiïåðáîëi÷íèõ òî÷îê. 74. Âåðõíÿ òà íèæíÿ ïàðàëåëi òîðà-öå
ïàðàáîëi÷íi ëiíi¨, ÿêi âiääiëÿþòü åëiïòè÷íi òî÷êè çîâíiøíüî¨ ñòîðîíè òîðà âiä
ãiïåðáîëi÷íèõ òî÷îê íà âíóòðiøíié ÷àñòèíi. 75.Ïðè x 6= 0, y 6= 0 ìà¹ìî åëiïòè-
÷íi òî÷êè; ïðè x = 0, y = 0-òî÷êè ñïëîùåííÿ; ïðè x = 0, y 6= 0 àáî x 6= 0, y = 0

-ïàðàáîëi÷íi òî÷êè. 76. K = 0, H = − κ
2vk

. 81. à) Ïàðàáîëi÷íi. á) Ïàðàáî-
ëi÷íi. 82. Ïðè x = 0 ìà¹ìî òî÷êè ñïëîùåííÿ; iíøi òî÷êè ¹ ïàðàáîëi÷íèìè.
83. K = − κ2

(1+v2κ2)2
; H = k+kκ2v2−vκ′

(1+v2κ2)
3
2

. 84. du
dv

= ±√u2 + a2; k1 = −k2 =

= a
u2+a2 . 85. k1 = 1

p
, k2 = 1

q
. 87. ßêùî êðèâà γ1 ∈ Φ1 çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

u = u(t), v = v(t), òî âiäïîâiäíà ¨é êðèâà γ2 ∈ Φ2 ïðè âêàçàíîìó âiäîáðàæåí-
íi çàäà¹òüñÿ òèìè æ ðiâíÿííÿìè u = u(t), v = v(t). Ïîòiì òðåáà âèêîðèñòàòè
ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ äîâæèíè äóãè. 88. Äîñèòü äîâåñòè, ùî içîìåòðè-
÷íi ïîâåðõíi ìîæíà ïàðàìåòðèçóâàòè òàê, ùî ¨õ ïåðøi êâàäðàòè÷íi ôîðìè,
ÿêi âiäïîâiäàþòü öèì ïàðàìåòðèçàöiÿì, ìàþòü îäíàêîâèé âèãëÿä. 89. K = −
− 1

2λ
( ∂2

∂u2 ln λ + ∂2

∂v2 ln λ). 90. K = − 1
a2 . 91. K = −1. 92. Γ1

11 = Γ1
12 = Γ2

11 =

= 0, Γ2
12 = Gu

2G
, Γ1

22 = −Gu
2

, Γ2
22 = Gv

2G
. 93. Âðàõóâàòè, ùî ãàóñîâà êðèâèíà ïî-

âåðõíi iíâàðiàíòíà âiäíîñíî çãèíàííÿ ïîâåðõíi. 94. ßêùî àñèìïòîòè÷íi ëiíi¨
âçÿòè çà êîîðäèíàòíi, òî L = N = 0, L∗ = N∗ = 0. Îñêiëüêè ãàóñîâi êðèâèíè
ðiâíi, òî îòðèìà¹ìî, ùî M∗ = ±M. 95. Ïåðøà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ãåëiêî¨äà
ìà¹ âèãëÿä ds2 = du2+(u2+k2)dv2, êàòåíî¨äà-ds∗2 = ch2 α

k
(dα2+k2dβ2). ßêùî

ïîêëàñòè u = k sh α
k
, v = β, òî ds2 = ch2 α

k
(dα2+k2dβ2) i íàâåäåíi ñïiââiäíîøå-

ííÿ çàäàþòü içîìåòðiþ. Ïðÿìîëiíiéíèì òâiðíèì ãåëiêî¨äà v = const âiäïîâiä-
àþòü ìåðèäiàíè êàòåíî¨äà β = const. 97. K = − ωuv

sin ω
. 98. Γ1

11 = Γ1
12 = Γ2

11 =

= Γ2
22 = 0, Γ1

22 = −u, Γ2
12 = u

u2+h2 . 100. yϕ′′(x) + ψ′′(x))dx2 + 2ϕ′(x)dxdy = 0

101. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié ìà¹ âèãëÿä y2− 2xy dy
dx

+

+ x2( dy
dx

)2 = b2 + a2( dy
dx

)2. Çâiäñè y = x dx
dy
±

√
b2 + a2( dy

dx
)2. Îòðèìàëè ðiâíÿ-

ííÿ Êëåðî, ðîçâ'ÿçóþ÷è ÿêå, çíàõîäèìî y1 = C1x +
√

b2 + a2C2
1 , y2 = C2x −

−
√

b2 + a2C2
2 , äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. Àñèìïòîòè÷íèìè ëiíiÿìè ¹ ïðÿìîëi-

íiéíi òâiðíi îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà. 102. x2 − y2 = C1, xy = C2, äå
C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. 105. u + v = C1, u − v = C2, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.
106. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié ìà¹ âèãëÿä dx2

a2 − dy2

b2
= 0.

Ðàçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ìî x
a

+ y
b

= α, x
a
− y

b
= β, äå α, β- äîâiëü-
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íi ñòàëi. Òîäi ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà, âiäíåñåíîãî
äî àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié, ÿê äî êîîðäèíàòíèõ, çàïèøóòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
x = a

2
(α + β), y = b

2
(α − β), z = 1

2
αβ. 107. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî îáè-

äâi ñiì'¨ ëiíié íàëåæàòü ïîâåðõíi. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ
ëiíié çàäàíî¨ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä 2xdxdy + y(1−3x2)

1+x2 dx2 = 0. (∗) Ðiâíÿííÿ
çàäàíèõ ñiìåéñòâ ëiíié â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ x i y ìîæíà çàïèñàòè
âiäïîâiäíî òàê: x = a, y = b(1+x2)√

|x| . Ïåðåâiðêîþ íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öi
ðiâíÿííÿ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (*) 108. u + v = C1, u −
− v = C2, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. 109. ßêùî âçÿòè ðiâíÿííÿ òîðà ó âèãëÿäi
x = (a + b cos u) cos v, y = (a + b cos u) sin v, z = b sin u, òî äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié áóäå bdu2 + cos u(a + b cos u)dv2 = 0. Âîíî ìà¹
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê v + C = ± ∫ √

bdu√
− cos(a+b cos u)

ïðè π/2 < u < 3π/2. Ëiíi¨
u = π/2, u = 3π/2, î÷åâèäíî òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ (éîãî îñîáëèâi ðîçâ'ÿçêè). Âîíè îãèíàþòü ñiìåéñòâà àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié,
ÿêi ðîçòàøîâàíi íà âíóòðiøíié ÷àñòèíi òîðà. 111. v = C1, u2 = C2 sin nv,

äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. 112. y = C1x
3, y = C2x, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.

113. Âèêîðèñòàòè òå, ùî äëÿ ïëîùèíè ïðè äîâiëüíié ïàðàìåòðèçàöi¨ L = M =

= N ≡ 0, i òå, ùî ïëîùèíà-¹äèíà ïîâåðõíÿ âñi òî÷êè ÿêî¨ ¹ òî÷êàìè ñïëîùåí-
íÿ. 114. u = C1e

v√
2 , u = C2e

− v√
2 , äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. 115. Ïåðåâiðÿ¹ìî,

ùî îáèäâi ñiì'¨ ëiíié ëåæàòü íà âêàçàíié ïîâåðõíi. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié ïîâåðõíi z = xy2 ìà¹ âèãëÿä (2ydx + xdy)dy = 0. Ëi-
íi¨ ñiì'¨ â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ x, y ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:
y = a, x2y = b. 116. x = C1, y2 sin x = C2, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. 117. Äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ëiíié ìà¹ âèãëÿä (1 + v2)du2 − 2dv2 =

= 0. Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî v = sh(C1 + u√
2
), v = sh(C2 − u√

2
),

äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi. 120. s = C1, s + v = C2, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.
121. Ëiíiÿìè êðèâèíè íà äîâiëüíié ïîâåðõíi îáåðòàííÿ, îêðiì ñôåðè i ïëî-
ùèíè, ¹ ïàðàëåëi i ìåðèäiàíè. 122. Ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè â êðèâîëiíiéíèõ
êîîðäèíàòàõ ìàþòü âèãëÿä u + v = C1, u − v = C2, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.
Ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M0, ìàþòü
âèãëÿä x = t(2t2 − 1

3
), y = −t(2t2 − 1

3
), z = −2t2 i x = t(2t2 − 1

3
), y = t(2t2 −

− 1
3
), z = 2t2. ßêùî çà êîîðäèíàòíi ëiíi¨ íà ïîâåðõíi âçÿòè ëiíi¨ êðèâèíè, òî

ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x = (α + β)(2α2 + 2β2 − 8αβ −
− 1

3
), y = (α − β)(2α2 + 2β2 + 8αβ − 1

3
), z = 2(α2 − β2). Àñèìïòîòè÷íèìè

ëiíiÿìè ïîâåðõíi ¹ êîîðäèíàòíi ëiíi¨ u = const, v = const. Ðiâíÿííÿ àñèì-
ïòîòè÷íèõ ëiíié, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M0(0, 0), â êðèâîëiíiéíèõ êîîð-
äèíàòàõ çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: u = 0, v = 0. Ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ
öèõ ëiíié ìàþòü âèãëÿä: x = 0, y = t, z = 0 i x = t, y = 0, z = 0. Ïîâ-
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íà êðèâèíà ïîâåðõíi â äîâiëüíié òî÷öi äîðiâíþ¹ K = − 4

(3u2+3v2+ 1
3 )4

, ñåðåäíÿ
êðèâèíà ïîâåðõíi H = 0. 123. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè ìà¹
âèãëÿä dx2

cos2 x
− dy2

cos2 y
= 0. Â ðåçóëüòàòi iíòåãðóâàííÿ îòðèìó¹ìî tg(π

4
+ y

2
) =

= C1 tg(π
4

+ x
2
), tg(π

4
+ y

2
) = C1 tg(π

4
− x

2
). 124. Â ðiâíÿííÿõ äëÿ âèçíà÷åííÿ

ãîëîâíèõ êðèâèí ïîêëàñòè F = M ≡ 0. 125. Ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî-
¨äà x2

p
+ y2

q
= 2z. 128. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè ìà¹ âèãëÿä

du2

p+q+4u2 − dv2

p+q+4v2 = 0. Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî 2u+
√

p+q+4u2

2v+
√

p+q+4v2
=

= C1, (2u +
√

p + q + 4u2)(2v +
√

p + q + 4v2) = C2, äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.
129. Ëiíiÿìè êðèâèíè äàíî¨ ïîâåðõíi ¹ êîîðäèíàòíi ëiíi¨ u = C1, v = C2. Äà-
ëi çàïèñó¹ìî ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿí-
íÿ ïîâåðõíi. Ïîçáóâøèñü ïàðàìåòðà, îòðèìó¹ìî, ùî ëiíi¨ êðèâèíè ëåæàòü ó
ïëîùèíàõ x + C1z − 3C1 − 2C3

1 = 0 i y − C2z − 3C2 − 2C3
2 = 0, ÿêi ïàðàëåëü-

íi äî îñåé OY i OX âiäïîâiäíî. 130. Ðiâíÿííÿ ëiíié êðèâèíè ìàþòü âèãëÿä:
u = C1− ln(u +

√
u2 + a2), v = C2 + ln(u +

√
u2 + a2), äå C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.

Ðiâíÿííÿ ãåëiêî¨äà âiäíåñåíîãî äî ëiíié êðèâèíè, ìàþòü âèãëÿä: x = a sh(α−
− β) cos(α + β), y = a sh(α− β) sin(α + β), z = a(α + β). 134. Äëÿ ïàðàëåëåé
kg = f ′(u)

f(u)
√

1+f ′2(u)
. Äëÿ ìåðèäiàíiâ kg = 0. 135. à) kg = a

a2+h2 . á) kg = 0.

136. Ïðè v = const kg = − 1√
EG

∂
√

E
∂v

, ïðè u = const kg = 1√
EG

∂
√

G
∂u

. 137. Ëi-
íi¨, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â óìîâi çàäà÷i, ¹ êîîðäèíàòíèìè ëiíiÿìè v = ±l, òîìó
kg =

Γ2
11

√
EG−F2

E
√

E
= − lk′±k±l2k3

(1+l2k2)
3
2

. 138. kg = 0. 139. v2 + (u− u0)
2 = a2, u = u0.

K = −1. 140. kg = sh v√
2 ch2 v

. 141. Âêàçiâêà: ïiäñòàâèòè â ôîðìóëó ñïî÷àòêó

u = const, ïîòiì v = const. 142. kg = 1. 143. v = ±
u∫
0

du

B(u)
√

C2
1B2(u)−1

+ C2, äå
C1, C2-äîâiëüíi ñòàëi.
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