
69-òà Ñòóäåíòñüêà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäàiìåíi Âiëüÿìà Ëîâåëà ÏàòíåìàÍåäiëÿ, 7 ãðóäíÿ 2008 ð.×àñòèíà BB1. ßêà íàéáiëüøà êiëüêiñòü ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê ìîæå ëåæàòè íà êîëi ó ïëîùèíi, öåíòðÿêîãî íå ¹ ðàöiîíàëüíîþ òî÷êîþ? (�àöiîíàëüíà òî÷êà � öå òî÷êà, îáèäâi êîîðäèíàòè ÿêî¨ ¹ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè.)B2. Íåõàé F0 = ln x. Äëÿ n ≥ 1 òà x > 0 ïîêëàäåìî F
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.B3. ßêèé íàéáiëüøèé ðàäióñ ìîæå ìàòè êîëî, ùî ìiñòèòüñÿ ó 4-âèìiðíîìó ãiïåðêóái ç äîâ-æèíîþ ðåáðà 1?B4. Íåõàé ÷èñëî p ïðîñòå. Âiäîìî, ùî h(x) � òàêèé ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîå�iöi¹íòàìè, ùîçàëèøêè âiä äiëåííÿ íà p2 ÷èñåë h(0), h(1), . . . , h(p2 − 1) ïîïàðíî ðiçíi. Äîâåñòè, ùî çàëèøêèâiä äiëåííÿ íà p3 ÷èñåë h(0), h(1), . . . , h(p3 − 1) òàêîæ ïîïàðíî ðiçíi.B5. Çíàéòè âñi òàêi íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíi �óíêöi¨ f : R → R, ùî äëÿ êîæíîãî ðà-öiîíàëüíîãî q ÷èñëî f(q) òàêîæ ðàöiîíàëüíå òà ìà¹ òàêèé ñàìî çíàìåííèê, ÿê q. (Çíàìåííèêðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà q � öå òàêå ¹äèíå íàòóðàëüíå ÷èñëî b, ùî q = a/b äëÿ äåÿêîãî öiëîãî a,âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç b.)B6. Íåõàé äàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà n òà k. Ïåðåñòàíîâêó σ ìíîæèíè {1, 2, . . . n} íàçâåìî

k-îáìåæåíîþ, ÿêùî |σ(i) − i| ≤ k äëÿ âñiõ i. Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü k-îáìåæåíèõ ïåðåñòàíîâîêìíîæèíè {1, 2, . . . n} íåïàðíà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè n ≡ 0 ÷è 1 (mod 2k + 1).
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