
69-òà Ñòóäåíòñüêà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäàiìåíi Âiëüÿìà Ëîâåëà ÏàòíåìàÍåäiëÿ, 7 ãðóäíÿ 2008 ð.×àñòèíà AA1. Íåõàé �óíêöiÿ f : R
2 → R òàêà, ùî f(x, y) + f(y, z) + f(z, x) = 0 äëÿ âñiõ äiéñíèõ x, yòà z. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ òàêà �óíêöiÿ g : R → R, ùî f(x, y) = g(x) − g(y) äëÿ âñiõ äiéñíèõ x òà

y. A2. Àëàí òà Áàðáàðà ãðàþòü ó ãðó, â ÿêié âîíè ïî ÷åðçi çàïîâíþþòü êëiòèíêè òàáëèöi
2008× 2008, ùî ñïî÷àòêó áóëà ïîðîæíüîþ. Àëàí õîäèòü ïåðøèì. Êîæíèì ñâî¨ì õîäîì ãðàâåöüîáèðà¹ äiéñíå ÷èñëî òà ïèøå éîãî íà äîâiëüíå ïîðîæí¹ ìiñöå. �ðà çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè òàáëèöþïîâíiñòþ çàïîâíåíî. Àëàí âèãðà¹, ÿêùî âèçíà÷íèê îòðèìàíî¨ ìàòðèöi íåíóëüîâèé, à Áàðáàðà �ÿêùî íóëüîâèé. Ó êîãî ç ãðàâöiâ ¹ âèãðàøíà ñòðàòåãiÿ?A3. Äàíî ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an. Íà êîæíîìó êðîöiâèáèðàþòü, ÿêùî öå ìîæëèâî, òàêi äâà íîìåðè j < k , ùî ak íå äiëèòüñÿ íà aj , òà çàìiíþþòü ajòà ak íà ÍÑÄ(aj , ak) òà ÍÑÊ(aj, ak) âiäïîâiäíî. Äîâåñòè, ùî ÿêùî öþ ïðîöåäóðó ïîâòîðþâàòè,âîíà çðåøòîþ çóïèíèòüñÿ òà êiíöåâà ïîñëiäîâíiñòü íå çàëåæàòèìå âiä çðîáëåíèõ âèáîðiâ. (ÒóòÍÑÄ òà ÍÑÊ � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê òà íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå âiäïîâiäíî.)A4. Ôóíêöiþ f : R → R âèçíà÷åíî ñïiââiäíîøåííÿì

f(x) =

{

x , ÿêùî x ≤ e ;

xf(ln x) , ÿêùî x > e .×è çáiãà¹òüñÿ ðÿä ∞
∑

n=1

1

f(n)
?A5. Íåõàé äàíî íàòóðàëüíå n ≥ 3. Íåõàé f(x) òà g(x) � òàêi ìíîãî÷ëåíè ç äiéñíèìè êîå-�iöi¹íòàìè, ùî òî÷êè (

f(1), g(1)
), (

f(2), g(2)
), . . . , (

f(n), g(n)
) íà ïëîùèíi ¹ âåðøèíàìè ïðà-âèëüíîãî n-êóòíèêà, ïåðåëi÷åíèìè ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Äîâåñòè, ùî õî÷à á â îäíîãî çìíîãî÷ëåíiâ f(x) òà g(x) ñòåïiíü íå ìåíøèé çà n − 1.A6. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ òàêà ñòàëà c > 0, ùî â êîæíié íåòðèâiàëüíié ñêií÷åííié ãðóïi Gçíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ äîâæèíè íå áiëüøå çà c ln |G| ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ: êîæåíåëåìåíò G äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi. (Åëåìåíòè

G ó ïîñëiäîâíîñòi íå îáîâ'ÿçêîâî ðiçíi. Ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi îòðèìóþòü, âèáèðàþ÷èäåÿêi ç ¨¨ åëåìåíòiâ, íå îáîâ'ÿçêîâî ïîñëiäîâíi, áåç çìiíè ¨õíüîãî ïîðÿäêó; íàïðèêëàä, 4, 4, 2 ¹ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi 2, 4, 6, 4, 2, à 2, 2, 4 íå ¹ ¨¨ ïiäïîñëiäîâíiñòþ.)
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